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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 585, 586

' Redaguje Marcin E. KUCZMA
- 585. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag. Punkty K i L sa
o

rzutami prostokatnymi punktu przeciecia jego przekatnych na proste BC' i DA.
Punkty M i N sa érodkami bokéw AB i CD. Wykazaé, ze punkty K i L sa
symetryczne wzgledem prostej M N.

Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2009

586. Dowiesé, ze kazdy dziewiecioelementowy podzbiér zbioru {1,2,...,99} ma

takie dwa rozlgczne niepuste podzbiory A i B, ze suma liczb w zbiorze A jest
réwna sumie liczb w zbiorze B.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
573 (WT =1,62) i 574 (WT = 2,64)
z numeru 1/2009

Zadanie 586 zaproponowal pan Krzysztof Dorobisz z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2009

581. Dany jest n-elementowy zbiér X (n > 4) oraz 2" 2 + 1 jego réznych podzbioréw. Wykazaé,
ze wéréd tych podzbioréw istniejg takie cztery, ktérych czesé wspdlna jest zbiorem pustym lub

Marcin Kasperski Warszawa 45,50

Krzysztof Dorobisz Krakdéw 43,27 Przypominamy tresé zadan:
Andrzej Idzik Bolestawiec 43,15

Tomasz Warszawski Krakdéw 42,26

Zbigniew Galias Krakéw 42,05

Pawel Najman Jaworzno 35,68  jednoelementowym.

Do grona Weteranéw dolaczyt
Marcin Kasperski.

582. Dowie$é, ze istnieje nieskonczenie wiele par funkeji f, g: R — R, majacych pochodne wszystkich
rzedéw i spetniajacych warunki: f/(0) = ¢’(0) = 1 oraz

(f-9) (@) = (@) g (x)

dla wszystkich z e R, n =1,2,3,....

581. Niech F bedzie rodzing danych 2772 + 1
podzbioréw zbioru X. Jezeli pewne dwa zbiory
A, B € F sa rozlaczne, teza jest oczywista. Dalej
odrzucamy ten banalny przypadek z rozwazan.

Podzbiér U zbioru X nazwiemy ciekawym, gdy ma
niepuste przeciecie z kazdym zbiorem AN B (A, B € F);
w szczegblnosci calty zbiér X jest ciekawy.

Przypuéémy, ze X jest suma dwdch roztacznych zbiorow
ciekawych U i V| liczacych odpowiednio u i v elementéw.
Wszystkie podzbiory zbioru U grupujemy w pary zbioréw
dopelniajacych sie do calego zbioru U. Z kazdej takiej pary
co najwyzej jeden jest czescia wspolna zbioru U i pewnego
zbioru A € F (bo gdyby dla pewnych A, B € F zbiory
ANU oraz BN U dopelnialy sie do U, to zbiéor AN BNU
byltby pusty, whrew temu, ze U jest zbiorem ciekawym).
Zatem co najwyzej 2%~ ! podzbioréw zbioru U ma postaé
ANnU dla Ae F.

Analogicznie, co najwyzej 2°~! podzbioréw zbioru V'

ma posta¢ ANV dla A € F. To jednak implikuje, ze

licznoéé rodziny F nie przekracza 241 . 2071 = 2n=2,
Uzyskana sprzecznosé dowodzi, ze zbioru X nie da sie
rozbi¢ na dwa zbiory ciekawe.
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Niech Uy bedzie zbiorem ciekawym o minimalnej

liczbie elementéw i niech ug bedzie dowolnym jego
elementem; zbiér Uy \ {uo} nie jest juz ciekawy.

Takze zbiér Vy = X \ Uy nie jest ciekawy, w mysl
konkluzji poprzedniego akapitu. Istnieja zatem

takie zbiory A, B € F oraz takie zbiory C, D € F,

ze AN B nie przecina zbioru Uy \ {up}, zas C N D

nie przecina Vj. Tak wiec ug jest jedynym elementem,
ktory moze naleze¢ do AN BN C N D. Zbiory A, B,C, D
tworzag czworke, o jaka chodzito.

582. Wymagane warunki spelnia na przyklad kazda
para funkcji postaci
fla) =ae®/?, g(x) = be"/",
gdzie a,b>0, a+b=1.
Oznaczajac o« = 1/a, f = 1/b, mamy bowiem
h(z) = f(@)g(x) = abel+Pe,
Po n-krotnym zrézniczkowaniu:
F(x) = aa™e™®, g™ (x) = bp"e,
h™ (2) = ab(a + B)"el@ Pz,
A poniewaz « + § = af, dostajemy zadana réwnosé
W (z) = ) (2)g™ (x).
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Zadania z fizyki nr 482, 483
Redaguje Jerzy B. BROJAN

482. Dwa male ciata o jednakowych masach zawieszono na nitkach o dtugosci {
zaczepionych w odlegtosci d od siebie (rys. 1). Ciala sa natadowane przeciwnymi znakami.
Jaki warunek musza spelniaé [ i d, aby przy pewnych wartosciach mas i tadunkéw mogty
istnie¢ dwa rézne polozenia réwnowagi cial? Jaki musi by¢ ten warunek, aby mogty istnieé
trzy rézne polozenia réwnowagi? Czy sg to polozenia réwnowagi trwalej, czy nietrwalej?
Nie bierzemy pod uwage sytuacji, w ktérej ciala sie stykaja.

483. Dwie zwojnice zawieszono na przewodach. Po wlaczeniu zasilania pradem

Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2009

przemiennym przyciagnely si¢ (rys. 2). Gdy miedzy nie wstawiono pionowa plyte

z pewnego materiatu, zaczely sie odpychaé. Na czym polega efekt? Jaki to byt material?

[WARNY/

Rozwigzania zadan z numeru 5/2009

Przypominamy tre$é¢ zadan:

478. Kolo o promieniu » = 30 cm obraca si¢ ze stalg predkoscig katowa w plaszczyznie

Rys. 1 Rys. 2

pionowej. W pewnym momencie od kola oderwalo si¢ male cialo (np. kropla wody),

a po pewnym czasie spadlo na to samo miejsce kota, przyklejajac sie bez straty energii
(tzn. predkosé ciala i brzegu kota w miejscu upadku byly jednakowe — zob. rys. 3).

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
472 (WT = 1,90) i 473 (WT = 3,40)
z numeru 2/2009

Tomasz Wietecha Tarnéw 37,66
Andrzej Idzik Bolestawiec 33,04
Krzysztof Magiera FLosiéw
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 28,18

Michal Kozlik Gliwice 17,52

mozliwe. Opér powietrza pominaé.

Podaé co najmniej dwie wartosci predkosci katowej w, przy ktoérych takie zdarzenie jest

Rys. 3

479. Mamy do dyspozycji kondensator o pojemnosci C' naladowany do napigcia U oraz

2 nienaladowane kondensatory, ktérych pojemnosci Cy i C2 mozemy wybraé¢ wedlug zyczenia.
Kondensatory mozna dowolnie taczyé w obwdd, rozltaczaé i taczyé ponownie. Dobraé wartosci
C1 i Cy oraz zaprojektowaé takie polagczenia i przelaczenia, aby korzystajac tylko z energii
30,37 zmagazynowanej w pierwszym kondensatorze uzyska¢ bateri¢ naladowang do napigcia 2U

i o maksymalnej mozliwej pojemnosci zastepczej.

Czy mozliwe jest wytworzenie napiecia 2U, jesli poza kondensatorem natadowanym dysponujemy tylko

jednym kondensatorem dodatkowym oraz zwojnica? Jesli tak, to jaka pojemnosé baterii mozna uzyskac?

478. Oznaczmy kat miedzy pionem a promieniem kota
poprowadzonym do punktu oderwania (albo — do punktu spadku)
jako «a, a czas lotu jako t. Wzdtuz osi poziomej ruch ciata jest
jednostajny, zatem

(1) 2rsina = wrcosa - t,
natomiast wzdluz osi pionowej mamy
(2) 2wr sin . = gt.

Ponadto jesli cialo ma upas¢ na to samo miejsce kota, to kat jego
obrotu w ciggu czasu ¢t powinien by¢ réwny 2« + 27n (gdzie n
— liczba caltkowita), czyli

(3) wt = 2a + 27n.
Z réwnan (1) i (3) otrzymujemy
tga = a+ mn.

Dlan =01i a < 7 rozwigzanie nie istnieje, natomiast dla
n = 1 rozwigzaniem jest a1 = 1,352 rad, a dla n = 2 mamy
ag = 1,442 rad. Poniewaz z réwnan (1) i (2) wynika

_ /8
W = 7
T COS (v

wiec wi = 12,3 rad/s, wo = 16,0 rad/s.

479. Poniewaz przy tadowaniu jednego kondensatora z drugiego
koncowe napiecie zawsze jest mniejsze od maksymalnego, wiec
zadane napigcie 2U mozna uzyskaé tylko, taczac wszystkie

3 kondensatory szeregowo (po uprzednim natadowaniu Cq i C2).
Nalezy zauwazy¢, ze w przeciwienstwie do ,zwyklego” polaczenia
szeregowego tadunki na tych kondensatorach nie beda na ogét
jednakowe, zatem podczas roztadowania baterii poszczegdlne
kondensatory nie roztaduja si¢ do zera. Nie ma to jednak
znaczenia dla przeplywu energii w obwodzie, do ktérego taka
bateria bytaby dolaczona (liczy si¢ tylko catkowite napigcie

i pojemnosé zastepcza). Rozwazmy dwie najprostsze mozliwosci:

a) oba kondensatory C1 i C zostaja naladowane jednoczesnie,
tzn. polaczone réwnolegle i dotaczone do C,

b) najpierw tadujemy kondensator C1, nastepnie Co (oba przez
dotgczenie do C).

W przypadku a) na kazdym kondensatorze wystapi jednakowe
napiecie U’ = UC/(C 4 Cq + C2), a jesli zestawiona bateria
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ma mieé napiecie 2U, to U’ = %U, stad C1 + Co = %C.
Maksymalna warto$¢ pojemnosci zastepczej

1 1 1\ !
Co=(=+—+—
<C+Q+CJ

wystapi dla C1 = Cq = %C’ i wynosi C, = %C.

W przypadku b) na kondensatorze C otrzymamy napiecie

Uy, =UC/(C + C1), a potem na dwéch pozostalych napiecie

Us = U1C/(C + C3). Dalej postepujemy jak poprzednio:

z warunku Uy + 2Us = 2U wyznaczamy zwiazek miedzy C1 a Ca
(teraz ma on postaé (C + 2C1)(C + C2) = 2C?), a szukajac
maksymalnej wartosci Cy, otrzymujemy Cy = iC, Co = %C,

C, = éC,

Bardziej skomplikowane pomysty — np. po czynnosciach opisanych
w b) taczymy jeszcze C1 z Ca — nadaja sie juz raczej tylko do analizy
numerycznej. Autorowi nie udato si¢ w zadnym z nich przekroczyé
wartosci osiagnigtej w powyzszym przypadku b), tzn. C, = %C.

Jesli mamy do dyspozycji kondensator o pojemnosci C7 oraz
zwojnice (indukcyjnosé), to mozemy zamknaé¢ obwdd zestawiony

z wyjsciowego kondensatora C' i tych elementéw, a nastepnie
otworzy¢ go po uplywie potowy okresu drgan. W tym momencie
prad nie plynie (tak jak w chwili poczatkowej), zatem energia
zwojnicy jest réwna zeru i — w odréznieniu od obwodéw
poprzednich — zachowany jest nie tylko tadunek, lecz takze energia
kondensatoréw. Oznaczajac przez U’ napiecie otrzymane na
kondensatorze C, a przez U; napiecie na C'1, mamy réwnania

CU =CU' + C1lh, CU? =CU? 4 C1U%,

zatem

C—-Cq 2C
it ) A .
C+ 0 TV oT o

Poniewaz suma tych napie¢ ma wynosié¢ 2U, wiec C1 =

U'=U

ic

3 I’

a dalej C, = %C . Wyniku tego nie mozna juz poprawié, gdyz cala
energia poczatkowa zostata przeksztalcona w energie ,uzyteczna”
(jak tatwo sprawdzié, tadunki obu kondensatoréw sa jednakowe,
wiec razem z cala baterig takze kazdy oddzielnie roztaduje sie

do zera). ZaprojektowaliSmy zatem doskonaly ,transformator
napiecia statego” — gdyby jeszcze dalo sie skonstruowac taki
uktad przetacznikéw!



