Jak znalez¢ najlepsza zone? Andrzej GRZESIK™

Jak powszechnie wiadomo, znalezienie najlepszej zony (lub meza) nie nalezy do
najprostszych zadan. Panuje tez stereotypowe przekonanie, ze dla matematykéw
60 G L O 8 Z E N I E tozadanie jest duzo trudniejsze niz dla ,zwyktych ludzi”. Jest to poglad
kino.matematyka.pl bledny — chociazby dlatego ze, wbrew powszechnemu mniemaniu, matematyk
YouTube i matematyka? Nic nowego. to nie uwigziony w swiecie ksiazek samotnik. Co wiecej, matematyk mogtby
Na tym znanym portalu filmowym sprobowaé znalezé jakas naukowa metode pozwalajaca wybraé¢ najlepsza

mozna takze znalez¢ filmy o matematyce. kandydatke. Czy takie strategie w ogéle istnieja?
Zarowno te moéwiace o jej pigknie, jak
rowniez zwyktle ,lekcje” lub wyjasnienia

trudnych pojeé. Warto znalezé sobie sekretarke

Od roku na YouTube sg inne filmy Poszukiwanie sekretarki jest znacznie tatwiejsze niz poszukiwanie zony, wiec
zwigzane z Krélowg Nauk — to prace od tego zacznijmy

nadestane na ogdélnopolski konkurs

Matematyka nie koriczy si¢ w szkole, Rozwazmy takie zagadnienie — zglasza sie do nas wiele kandydatek na sekretarke,

organizowany przez firme Zibi, . ., . . , . ) .
przedstawiciela CASIO w Polsce. Sa to beda po kolei przychodzié¢ na rozmowe i musimy sposrod nich wybraé te najlepsza.

naprawde reklaméwki tego przedmiotu,  Problem w tym, ze w kazdym momencie, gdy z ktéras rozmawiamy, musimy sie
‘I;V?Ikofla‘%e e Od“’b”tlgh“mom' zdecydowadé, czy ja przyjmujemy, czy odrzucamy. Jeéli si¢ na nig zdecydujemy, to
ilméw jest pona. ; wszystkie, e e . . . TR . . .
w tym 3 zwycieskie (Matma na plus, z dalszymi juz nie rozmawiamy, natomiast jesli ja odrzucimy, do tej kandydatki
Kazdy liczy, W czym pomaga mi wrocié¢ juz nie mozemy. Jezeli odrzucamy wszystkie, to zmuszeni jesteSmy do
m“t@m‘;tyk“)v mozna znalezé na kanale  wryhrania tej ostatniej. Czyli wiemy jedynie, ile kandydatek przyjdzie oraz jak
YouTube/Kalkulatory. . . . 7 PR ,
przedstawia si¢ aktualnie sprawdzana na tle tych, ktére juz byly. O tych, ktore
gda“y je‘)“:; ko?ku?su spowodowal, ze  noiawig sie pézniej, nie wiemy nic. Naszym zadaniem jest zmaksymalizowanie
Irma zdecydowata S1€¢ na zorganlizowanie . 4 . . . . .
1T edycji konkursu. Zapraszamy prawdopodobienstwa znalezienia najlepszej sekretarki.

wszystkich interesujgcych si¢ matematyka . .. . L . , s
i Tubiacych robic filmy do sprobowania sil Zauwazmy najpierw, ze oplaca sie wybiera¢ tylko sposréd tych kandydatek,

w konkursie. ktore okazaly sie lepsze od wszystkich poprzednich. To dlatego, ze interesujaca
Naiwasnieisge inf . nas najlepsza sekretarka oczywiscie spelnia ten warunek. Zauwazmy tez,
ajwaznilejsze iniormacje: . o . B , . .
— gtéwna nagroda to 10 tys. zl; ze jesli w pewnym momencie optaca si¢ nam zdecydowaé¢ na jedna z takich
— film nie moze by¢ krétszy niz 1 minuta  kandydatek, to oplaca si¢ takze wybraé¢ pdzniejsza kandydatke, ktéra jest
J dtuszy niz 3; lepsza od dotychczasowych (prawdopodobiefistwo tego, ze najlepsza sekretarka
— filmy nalezy nadsytaé¢ (poprzez K P y y p p 3 ) g0, : Jiep i
wiw.kalkulatory.pl) do kofica wrzeénia; jest wérdd dalszych kandydatek, maleje). Innymi stowy, najlepsza strategia to
~ w pazdzierniku wszystkie filmy zostana  taka, w ktorej najpierw odrzucamy k poczatkowych kandydatek sposrod n,

opublikowane na YouTube; . . . . P . .
~ na poczatku listopada 40 filméw a nastepnie decydujemy sie na pierwsza, ktora bedzie lepsza od wszystkich

o najwickszej ogladalnodci dotychczasowych. Problemem jest teraz tylko znalezienie optymalnego progu.

i z najlepszymi ocenami internautéw L. . . . . .

przejdzie do finatu. Zalézmy, ze najlepsza sekretarka jest na pozycji a w kolejce na rozmowe (tak
Sklad Jury: jest z prawdopodobienstwem %) Jedli a < k, to przy uzyciu naszej strategii
Agnieszka Herma (matematyk), jej nie wybierzemy. Natomiast jesli a > k, to wybierzemy ja wtedy, gdy
Krzysztof Nowakowski (matematyk), najlepsza z kandydatek o numerach 1,2,...,a — 1 bedzie wsréd pierwszych k.
Aleksandra Siewko (redaktor W . dk ie dotarlibvé do kandvdatki tvik
naczelna Cogito), Elibicta Wicteska Przeqwn}ym przyp,a. u nie dotarlibySmy do kandydatki numer fz, ylko ‘
(redaktor naczelna Wiedzy i Zycia), skonczylibysmy wcezeéniej. Czyli w tym przypadku prawdopodobienstwo naszej
Aleksandra Wréblewska (matematyk), wygranej wynosi %1 Zatem caltkowite prawdopodobienstwo, ze uda nam si¢
Magdalena Zajdel (portal Kinoskop.pl). /s . @ .

znalez¢ najlepsza sekretarke, wynosi
Piotr Tomczak
specjalista ds. kalkulatoréw l . E l . L + l . L + ...+ l . k —
Zibi SA n k n k+1 n k+2 n n—1
(wigcej informacji na www.kalkulatory.pl) _ ﬁ 1 + 1 + 1 + + 1
n\k k+1 k+2 =~ n-1/)

Dla duzych n, czyli duzej liczby kandydatek, mozemy przyblizy¢ sume przez
caltke, otrzymujac z powyzszego wzoru

W literaturze mozna spotkaé to k " 1d - kl n . k 1 k

zagadnienie jako tzw. problem sekretarki. ﬁ ; T = E n- = 75 n E

Warto zaznaczy¢, ze dotyczy on nie tylko k

rekrutacji pracownikéw. Jesli jedziemy Funkcja —z Inz przyjmuje swoje maksimum w punkcie z = %, co mozna latwo
Sainoiho‘ief“t‘ chcemy p}?_]‘imdtze B sprawdzi¢, obliczajac pochodna. Zatem bedziemy mieé¢ najwieksza szanse wygranej
zatankowac, to mijamy kilka stacji, . T L, |
obserwujac cene benzyny, a nastepnic dla % = %, czyli k =~ 2 ~ 0,37n. Podstawiajac t¢ wartos¢ do wzoru, stwierdzamy,

tankujemy na takiej, ktéra ma najlepsza  ze prawdopodobienstwo wybrania najlepszej sekretarki wynosi % ~ 37%.
cene. Ile wynosi to najlepsze ,kilka”?
Obliczyliémy wczeéniej — okoto 37%. Zatem najlepsza strategia to odrzuci¢ pierwszych 37% kandydatek, a nastepnie

wybrac te, ktora bedzie lepsza od wszystkich do tej pory. To daje nam az
“student, Wydzial Matematylki 37% szansy wybrania najlepszej ze wszystkich. Czyli matematyk w ponad
i Informatyki, Uniwersytet Jagiellonski 1/3 pI‘Zyp&dk()W bierze, CO najlepsze!
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Przyktadowe uporzadkowanie
kandydatek na zon¢. Krawedz pomiedzy
wierzchotkami (kandydatkami) oznacza,
ze ta wyzej jest lepsza od tej nizej.
Numery okresdlajg kolejnosé, w jakiej sa
sprawdzane.

Graf po sprawdzeniu 6 kandydatek.

Nie mozna by¢ wybrednym

Zauwazmy, ze jesli bedziemy mieé pecha i najlepsza kandydatka bedzie wérdd
pierwszych 37% (a stanie si¢ tak na... 37%), to dojdziemy do samego konca

i weZmiemy ostatnia, ktora jest, krotko mowiac, przecietna. Zatem $rednie
miejsce, ktére zajmuje wsrdéd wszystkich ta, ktora wybierzemy, jest raczej dosé
odlegle. Aby temu zapobiec, trzeba troche zmodyfikowaé nasza strategie.

Jesli przedostatnia testowana kandydatka zajmuje drugie miejsce wsrod
dotychczasowych, to lepiej zdecydowaé sie na nia, a nie liczyé¢ na to, ze ostatnia
bedzie jeszcze lepsza. Ogdlnie, latwo zauwazy¢, ze przedostatnia sie ,oplaca”,
gdy jest w pierwszej polowie sposrdd dotychczasowych. Mozna obliczy¢,

kiedy warto wybra¢ trzecia od konca, czwarta, itd. W ten sposéb dostaniemy
strategie, ktora bedzie zdefiniowana przez ciag liczb okreslajacych, ktére miejsce
wsrod juz widzianych moze zajmowaé aktualna kandydatka, abySmy sie na nia
zdecydowali.

Przykladowo, w przypadku 4 kandydatek taki ciag to (0,1,2,4). To oznacza, ze
pierwszej nigdy nie przyjmiemy, druga, gdy jest najlepsza do tej pory, trzecia, gdy
jest 1 lub 2, a czwarta zawsze (jesli do niej dojdziemy). W tym przypadku mozna
obliczy¢, ze érednie miejsce tej, na ktéra sie zdecydujemy, to 1,875. Nasuwa sie
pytanie: jak to wyglada dla wiekszych wartosci n? Okazuje sie, ze jest niesamowicie
optymistycznie — dla 100 kandydatek taka strategia da nam sekretarke z miejsca
w przyblizeniu 3,6! Dla wartosci n dazacych do nieskoniczonoéci statystyczne
miejsce wybranej kandydatki zbiega do okoto 3,83. Oznacza to, ze nawet jesli
bedzie 1000000 kandydatek, to i tak mozemy przyjac strategie, ktora da nam
sekretarke moze nie najlepsza, ale na pewno ze Scistej czotowki!

Trzeba pilnowaé porzadku

Problem znalezienia zony od problemu znalezienia sekretarki rézni sie tym,
ze kandydatek na zone nie da si¢ porownywac tak tatwo, jak kandydatek

na sekretarke. Wiadomo — jedna lepiej gotuje, inna lepiej wyglada, jeszcze
inna interesuje sie matematyka bardziej niz pozostale... Gdy ,sprawdzamy”
kolejne kandydatki, to nie mozemy powiedzie¢ ,ma trzecie miejsce na liscie
dotychczasowych” ;| tylko co$§ w rodzaju ,byla lepsza od tej, gorsza od tamtej,
a z ta sie nie da poréwnac”. Czyli kandydatki tworza nam pewien porzadek
czes$ciowy, ktéry mozna przedstawié na grafie — jak obok.

Problem znalezienia najlepszej zony polega wiec na tym, ze sprawdzamy kandydatki
w pewnej kolejnosci, na biezaco tworzymy graf porzadku czesciowego i decydujemy,
czy dang kandydatke wybraé, czy tez bezpowrotnie odrzuci¢. Najwazniejsze pytanie
brzmi: czy da sie znalezé taka strategie, aby dla dowolnej liczby kandydatek,
niezaleznie od tego, jaki graf tworza ani w jakiej kolejnosci przychodza, mie¢ pewna
niezerowa szanse znalezienia najlepszej. Przez najlepsza rozumiemy tu dowolna,
od ktorej nie ma lepszej, czyli element maksymalny porzadku.

W 1980 roku Berezowski pokazal, Ze istnieje strategia, ktéra daje nam
zwycigstwo z prawdopodobiefistwem réwnym co najmniej a(1/w)®/(@=1 gdzie
a to liczba elementéw maksymalnych, a w to szeroko$¢ grafu, czyli dtugosc
najdhuzszego ciagu elementéw nieporéwnywalnych. Ale to nie jest wynik,
ktory nas satysfakcjonuje — wartos¢ ta zalezy od grafu, jaki tworza kandydatki.
Ponadto w pewnych przypadkach, na przyktad gdy graf jest ztozony z jednego
elementu maksymalnego i wielu elementéw mniejszych od niego, ktore sa
nieporownywalne miedzy soba, ta warto$¢ moze by¢ dowolnie bliska zeru.

Najlepszy efekt daje wytrwaltos¢ i... rzut moneta

Przelom nastapit w 1999 roku. Preater wykazal, ze strategia, jakiej
szukamy, istnieje i daje prawdopodobienstwo znalezienia najlepszej zony
réwne co najmniej 12,5%. Niedawno, bo w 2007 roku, ukazala si¢ praca

z udzialem polskich matematykéw (Georgiou, Kuchta, Morayne, Niemiec),
w ktorej udowodniono, ze strategia Preatera z drobna modyfikacja daje
prawdopodobienstwo znalezienia najlepszej zony réwne 25%!
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Graf po sprawdzeniu 6 kandydatek, gdy
wypadt orzetl.

E\f?

Graf po sprawdzeniu 6 kandydatek, gdy
wypadta reszka.

Zgodnie z ta strategia, majac n kandydatek, nalezy po kolei:

e rzuci¢ n razy moneta i odrzucié¢ tyle poczatkowych kandydatek, ile wypadto
ortow;

e rzuci¢ raz moneta i jesli wypadl orzel, to zaznaczy¢ te wierzcholtki, ktére maja
najwieksza wysokosé, a jesli wypadla reszka, to zaznaczy¢ wierzchotki, ktore
maja najwiegksza lub o 1 mniejsza wysokos¢;

e wybraé pierwsza spoérdéd nastepnych kandydatek, ktéra bedzie lepsza od
jakiejs zaznaczonej i bedzie najlepsza wsréd dotychczasowych.

Ta strategia daje nam prawdopodobienstwo 25%, ze niezaleznie od tego, jaki
graf tworza kandydatki na zone i w jakiej kolejnosci przychodza, wybierzemy
wlasnie te najlepsza. Niesamowicie optymistyczny wynik — nawet jeli bierzemy
pod uwage 3 miliardy kandydatek, to dzigki opisanej metodzie na 25%
znajdziemy wéréd nich najlepsza zone!

No, ale to nie koniec. Nikt nie twierdzi, ze lepiej si¢ nie da. Wiemy, ze wskazana
wyzej strategia nie da lepszego prawdopodobienstwa, ale przeciez moze by¢ inna,
lepsza metoda. W opisanej strategii odrzucaliémy $rednio potowe kandydatek,

a nastepnie losowaliSmy, ktore wierzcholki zaznaczamy — moze lepiej bedzie,

jesli po 1/3 kandydatek zaznaczymy wierzcholki o najwigkszej wysokosci,

a po 2/3 takze te o wysokosci o jeden mniejszej? A moze trzeba szukaé catkiem
innej metody? Mam powody przypuszczad, ze istnieje strategia dajaca, jak

w przypadku poszukiwan sekretarki, szanse réwna 1/e, czyli okolo 37%. Czekam
tylko na kogos, kto znajdzie te strategie i udowodni. Zachecam do poszukiwan —
zarOéwno teoretycznych, jak i praktycznych!

Logarytm w liczbach naturalnych Jan SZEJKO”®

Przyjmujemy, ze 0 € N.

Aby skorzystaé z cigglosci potegowania,
trzeba zauwazyé, ze dla ustalonych

a i b relacja miedzy a” i b? zalezy

tylko od wartosci utamka = (bo

a? > b & a% > b), a nastepnie

wziagé¢ malejacy ciag liczb wymiernych
zbiegajacy do ;((Z; .

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego

Zajmiemy si¢ problemem znalezienia funkcji ze zbioru liczb catkowitych
dodatnich w zbiér liczb naturalnych, mozliwie wiernie oddajacej podstawowe
wlasnodci logarytmu. Nastepujace zadanie jest pierwsza préba okreslenia
wlasnosci, ktére szukana funkcja ma spetniaé.

Problem 1. Czy istnieje funkcja f : Zy — N, ktora nie jest stale rowna 0

1 spetnia warunki:

1) f jest niemalejgca,
2) dla dowolnych k,l € Z zachodzi f(kl) = f(k) + f(1)?

Nie jest to trudny problem; pokazemy, ze, niestety, nie ma takiej funkcji.

Dowdd. Dla kazdego n > 1 zachodzi f(n) > 0, gdyby bowiem dla pewnego n > 1
bylo f(n) = 0, to réwniez f(n¥) = kf(n) = 0 dla kazdego k € Z. A stad byloby
f(n) =0 ze wzgledu na monotonicznosé f, czyli sprzecznosé.

Pokazemy, ze a/® > b/(@) dla a,b > 1. Dla kazdej liczby wymiernej z
korzystajac kolejno z warunkéw 2) i 1), otrzymujemy:

b
g > % & pfla) > qf (b) & f(aP) > F(b7) = aP > be.
Potegowanie jest ciagle, wiec musi by¢ réwniez a? > b7 dla l{; = %, stad

af® > (@) czego nalezalo dowiesé. Zauwazmy ciekawa rzecz: nigdzie

nie zalozyliSmy nic wiecej o a i b oprocz tego, ze a,b > 1. Zatem analogiczna
nieréwno$é zachodzi, gdy zamienimy a i b miejscami: b(®) > of () Mamy wiec
réwnosé af® = /(@) dla a,b > 1. To jednak nie moze by¢ prawda, poniewaz dla
a =2, b =3 dostajemy réwnos¢ liczby parzystej i nieparzystej. U

Wiemy juz, ze nie ma funkcji, ktéra spelnia warunki 1) i 2). Mozemy jednak
sie zastanowié, co bedzie, jesli ktéry$ z nich oslabimy. Zastapmy warunek 2)
slabszym warunkiem 2').

Problem 2. Czy istnieje funkcja f : Zy — N, ktdra nie jest stale réwna 0

1 spelnia warunki:

1) f jest niemalejgca,
2') dla k,l € Zy wzglednie pierwszych zachodzi f(kl) = f(k) + f(I)?
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