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Rozwigzanie zadania M 1252.
Dla kazdej liczby rzeczywistej x spelniona
jest nieréwnosé z(1 — z) < l1 ‘Wobec tego
a(l—=5b)-b(1—c)-c(l—a)=

1
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=a(l—a) -b(1—=>)-¢c(l—-c)< (—) ,

skad wynika, ze co najmniej jedna
z liczb a(1 —b), b(1 — ¢), ¢(1 — a)
nie przekracza 1/4.
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Rozwigzanie zadania F 747.

Niech r bedzie liczbg wiekszg od ki od .
W pionowym kole o promieniu r/2
rysujemy z jego najwyzszego punktu
cigciwe o dlugosci k.

Ruch kulki staczajacej si¢ po deseczce
umieszczonej tak, jak ta cieciwa,
trwa tyle samo czasu (oznaczmy go
przez t1) co swobodny spadek wzdluz
pionowej $rednicy kola (ten czas
oznaczmy przez t). Jest tak dlatego, ze
z podobienstwa tréjkatéw mamy
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skad po skréceniu wynika, ze tf =2,
a poniewaz obie liczby sa dodatnie, wiec
t] =t.

Umieszczenie w tym samym kole
cigciwy o dlugosci | zaczynajacej si¢
w najwyzszym punkcie daje rozwigzanie.

Ze wzgledu na dowolnos¢ wyboru r
zadanie ma nieskonczenie wiele
rozwigzan.

Informatyczny kacik olimpijski (23): Haszowanie

Tym razem przyjrzymy sie zadaniu Haszowanie z Obozu Naukowo-Treningowego
im. A. Kreczmara 2008.

Niech L bedzie zbiorem stow o dhugoéci co najwyzej 20 ztozonych z malych liter
alfabetu angielskiego, a Z,, — zbiorem reszt z dzielenia przez n. Majac dane

n < 10'6 i pewng funkcje f : L — Z,, mamy znalezé takie dwa stowa u,v € L,
ze f(u) = f(v). Piszac, ze funkcja f jest ,dana”, mam na mysli, Ze mozemy
spytaé o jej wartosci dla konkretnych stéw, ktére nas interesuja. Chodzi wlasdnie
o znalezienie rozwiazania zadania, korzystajacego z mozliwie niewielkiej liczby
takich zapytan.

Zauwazmy najpierw, ze wystarczy wzia¢ dowolne n + 1 stéw (z warunkéw
zadania wynika, ze n < |L|) i w tym zbiorze na pewno znajda sie dwa
spelniajace warunki zadania. Daje to algorytm wykonujacy O(n) zapytan,
wykorzystujacy pamieé¢ O(n).

Okazuje sie, ze przy losowym wyborze stéw ze zbioru L, oczekiwana liczba zapytan
(i zuzycie pamieci) przy opisanej metodzie to O(y/n). Proponuje Czytelnikowi
zastanowienie sie, dlaczego tak jest (jest to zwiazane z tzw. paradoksem urodzin)
— rozwiazanie znajduje sie w innym miejscu numeru.

Zapamietanie /n stéw o dtugosei rzedu 20 znakéw moze byé jednak przy
podanych ograniczeniach do$¢ ktopotliwe. Omoéwimy teraz rozwiazanie
niniejszego zadania dzialajace w statej pamieci i oczekiwanej ztozonosci

czasowej O(y/n).

Obierzmy funkcje réznowartosciowa g : Z,, — L, o pseudolosowych wartosciach,
ktérej wartosé dla konkretnej liczby z Z,, bedziemy umieli tatwo obliczy¢.
Dobrym przykladem jest funkcja zwracajaca w punkcie x stowo, ktére jest

w L leksykograficznie na (z @ 1357) miejscu (@ to réznica symetryczna

na bitach — zor).

Zdefiniujmy h : Z,, — Z, tak zeby h(xz) = f(g(z)). Problem sprowadza si¢ do
znalezienia takich réznych = iy, ze h(xz) = h(y), wéwczas bowiem g(z) i g(y)
beda naszymi szukanymi stowami. Teoretycznie, h mogloby by¢ permutacja
zbioru Z,,, a liczby x i y moglyby w ogdle nie istnie¢, jest to jednak zupelnie
nieprawdopodobne przy losowym wyborze g.

Jak znalez¢ takie x i y w stalej pamieci? Obierzmy w tym celu losowe p € Z,,
i rozwazmy ciag

(a;) = (p, (D), h(h(p)), h(h(h(p))),- .., b (D), ..).

Mozemy przyjaé, ze (g(a;)) jest losowym ciagiem stéw (bo funkcja g
zwraca losowe slowa), czyli wérdd jego pierwszych O(y/n) wyrazéw
z duzym prawdopodobienstwem znajduja sie dwa o réwnych obrazach przy
przeksztalceniu f. Na odpowiadajacych im wyrazach ciagu (a;) funkcja h takze
ma jednakowe wartosci, a stad takze w samym (a;) z prawdopodobienstwem
bliskim 1 wystepuje powtérzenie po O(y/n) wyrazach. Niech pierwszym
elementem, ktory sie powtarza, bedzie a;, ktére stoi takze na pozycji j + 1.
Ciag (a;) wyglada wiec nastepujaco:

Oy A1y ooy A1y Ay A1y v v e 5 Gy Ay ATy v v oy Ay Ay A1 5+« -
gdzie j jest rzedu \/n, a a;—1 1 a; to szukana para liczb. Zeby je odszukad,
nalezy poréwnywac, dla kolejnych k = 1,2,..., wyraz ay z agp oraz asg41-
Gdy k =i, wszystkie te trzy wyrazy naleza do cyklu a,. .., a;, a przez kolejne
j — 1+ 1 krokéw ay zatacza pelen cykl, a dwa pozostale zataczaja go nawet
dwukrotnie. Po drodze ktorys z tych dwoch musi sie wiec spotka¢ z a. Niech
takim spotkaniem bedzie ay = a;. Wtedy [ — k jest wielokrotnodcia dlugosci
naszego cyklu (czyli I — k = ¢(j — i + 1) dla pewnego ¢ € Z ). Biorac p i h!=*(p)
i aplikujac do nich h tak dlugo, jak dlugo s rézne, otrzymamy zadane a;_1 i a;.
W kazdym z dwéch przeszukiwan wykonujemy O(j) krokéw, a wiec oczekiwana
liczba wywolan funkcji f jest réwna O(y/n).
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