Do czego komputer nigdy sie nie przyda?

Tomasz KAZANA™

Czym jest programowanie? Zapewne ilu programistow,
tyle opinii. Na potrzeby tego artykulu przyjmijmy

taka definicje: programowanie to sztuka formalnego

(w $cisle okreslonym jezyku) zapisu sposobu postepowania
(algorytmu) w celu rozwiazywania okreslonego problemu
dla konkretnych danych. A wiec programista tworzy
przepis, ktory zmudnie wykonywany na krzemowych
bramkach procesora, pozwala komputerowi odpowiadaé
na roznorodne pytania. Chcemy szybko obliczy¢ n-ta
liczbe Fibonacciego? Powiedzmy komputerowi, jak ma to
robié, tzn. napiszmy odpowiedni program. Wéwczas
mozemy bez trudu wyznaczy¢, na przyklad, setny wyraz
tego ciagu. Oczywiscie, od wyboru algorytmu, a wiec od
naszej inwencji, zalezy, jak dlugo takie obliczenie bedzie
trwa¢. Jednak nie to zagadnienie zamierzamy w tym
artykule rozwazaé. Checemy pokazaé cos duzo bardziej
zaskakujacego. Ot6z istnieja problemy, dla ktorych

nie istnieje zadna metoda postepowania! To znaczy, ze
nie da sie napisa¢ programu, ktéry by je rozwiazywal.
Zaznaczmy to wyraznie: to nie tak, ze jeszcze nikt nie wpadt
na pomyst, jak taki problem rozwiazaé. Po prostu mozna
w Scisty sposob udowodnié, ze nigdy nikomu sie to nie uda.
Problemy tego typu nazywamy nierozstrzygalnymi. Kilka
z nich sprobujemy w tym artykule naszkicowac.

Pierwszym przykladem jest tak zwany problem Posta.
Ustalmy jaki$ alfabet, dla uproszczenia niech beda to
dwie litery a i b. Nasze zadanie okre$lmy nastepujaco:
dla danych n par stow nad tym alfabetem, tj. dla
wejscia

(Uly w1)7 cey (una wn)a
chcemy sprawdzi¢, czy istnieje taki skonczony ciag
indekséw 41,19, ...,0 € {1, R ,TL}, ze
Uiy Uiy + - - Ugy, = Wiy Wiy -+ - Wiy

Na przyktad, dla danych (u; = aa, w; = aaa),

(ug = aba,wy =), (uz = ababa, ws = aaaaad)
odpowiedz brzmi tak, a opisana wlasnosé realizuje
ciag (1,2,1), poniewaz ujusus = aa - aba - aa =

= aaa - b-aca = wiwowy.

Okazuje sie, ze problem Posta, choé¢ do$é¢ tatwo go
sformulowaé, jest nierozstrzygalny. Jest on istotny takze
7z jeszcze innego powodu. Ot6z czesto wykorzystuje

sie go do tego, zeby udowodnié¢, ze inne problemy sa
nierozstrzygalne.

Mowa tu o tak zwanym sprowadzeniu badanego problemu

do jakiegos innego problemu nierozstrzygalnego. Tzn. aby
udowodnié, ze problem P jest nierozstrzygalny, mozemy
zastosowaé nastepujace rozumowanie nie wprost. Zalézmy, ze

P jest rozstrzygalny. Wowczas pokazujemy pewng ustalona
konstrukcje, ktora przeksztalca dane wejsciowe problemu Posta
na dane wejéciowe problemu P, w taki sposob, aby na podstawie
wyniku dzialania P mozna bylo odczytaé rozwiazanie problemu
Posta (dla tych konkretnych danych). To juz oznacza sprzecznosc,
bo tym samym pokazaliSmy program, ktéry (uruchamiajac
program rozwiazujacy P) potrafi rozstrzygaé¢ wtasno$é Posta.
Ta sprzeczno$¢ dowodzi nierozstrzygalnosci P.
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Jest wiec troche ,wazniejszym” przykladem niz inne,
stad pokazujemy go na poczatku.

Podobny status maja niektore problemy NP-zupelne, na przyktad
problem spelnialnosci formul logicznych (SAT).

We wspoélcezesnej informatyce teoretycznej badanie
probleméw nierozstrzygalnych (a raczej: rozstrzyganie,
ktore problemy sa, a ktére nie sa rozstrzygalne) ma
niebagatelne znaczenie. Wachlarz znanych zagadnien
nierozstrzygalnych jest przez to bardzo szeroki.

Sa to zadania czesto gleboko teoretyczne i trudne do
przejrzystego, nawet powierzchownego oméwienia.

My jednak sprobujemy przedstawié kilka bardzo
prostych do opisania probleméw, ktore okazuja sie
nierozstrzygalne. (Pierwsze dwa zostaly zaczerpniete

z prac Davida Harela, wybitnego informatyka
izraelskiego.) Przyklady sa zréznicowane, aby Czytelnik
wyrobil sobie jakas intuicje, co moze byé¢ niemozliwe,
a co — tylko trudne.

Problem 1. Klocki

Na wejsciu otrzymujemy skonczona liczbe rodzajow
kwadratowych klockéw, ktore maja pokolorowane
¢wiartki (jak na rysunku 1) — klockéw kazdego rodzaju
jest w zestawie nieskonczenie wiele. Chcieliby$my moéc
odpowiadaé¢ na pytanie, czy majac tylko takie klocki,
mozna nimi pokryé cala plaszczyzne (rys. 2). Przy tym
dwa klocki wolno postawi¢ obok siebie, gdy stykaja sie
¢wiartkami w tym samym
kolorze. W ogdlnosci komputer
nam w tym nie pomoze, bo to
problem nierozstrzygalny. . .
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Rys. 1

Rys. 2

Problem 2. Waz z klockéw na pélptaszczyznie

Wejscie tego problemu jest takie samo jak poprzednio.
Powiedzmy, ze dla rodzajow klockéw okreslonych

w wejsciu i wskazanych dwéch punktow na kratowanej
plaszczyznie chcielibyémy sprawdzié, czy istnieje wgz

z klockéw taczacy te punkty (rys. 3). Tak opisany
problem jest rozstrzygalny. Jednak jesli nieco zmienimy
zasady, tzn. zazadamy, by weze miescity sie w catodci
w goérnej pélplaszcezyznie — nasz problem stanie sie
nierozstrzygalny.
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Rys. 3



Problem 3. Uniwersalne programy do
debugowania

Nierozstrzygalne sa wszelkie problemy, ktore miatyby
weryfikowaé odpowiednio nietrywialne wlasnosci
programéw podanych na wejéciu. Nierozstrzygalny jest,
na przyktad, problem sprawdzania, czy dany program
nie ma wyciekéw pamieci, czy zawsze si¢ konczy, czy
daje poprawny wynik (w jakim$ okreslonym sensie) itp.
Na duzym poziomie ogdlnoéci mozna o tym myslec tak,
iz nie istnieja (i nie moga istnie¢) zadne uniwersalne
programy do automatycznego debugowania, czyli
usuwania btedéw z innych programoéw.

Problem 4. Dziesigty problem Hilberta

Nie jest mozliwe napisanie programu, ktéry
stwierdzalby, czy zadane réwnanie diofantyczne ma

cho¢ jedno rozwiazanie, czy nie.

Roéwnanie diofantyczne to réwnanie wielomianowe, ktérego
rozwigzania szukamy w zbiorze liczb catkowitych. Najczesciej
rozwaza si¢ réwnania diofantyczne z kilkoma niewiadomymi.
Przyktady: z° 4+ ¢ = 2%, 22 — 3y? = 1.

Problem ten postawiony zostal na przelomie XIX

i XX w. przez Hilberta. Oczekiwania byly raczej
pozytywne. Niestety, marzenia pryslty za sprawa Jurija
Matijasiewicza, ktory w latach 70. XX wieku jako
pierwszy wykazal nierozstrzygalno$é tego problemu.
Uwaga: dla czesci wej$é oczywiscie mozna ten problem
rozwiazac¢. By¢ moze nawet da sie napisaé¢ program, ktory
zadziala na pewnym ograniczonym podzbiorze danych,
chociazby na réwnaniach liniowych. Nierozstrzygalnosé
oznacza tyle, ze nie da si¢ napisa¢ programu zawsze
poprawnego, dziatajacego dla kazdych mozliwych danych.
Tu: rozwiazujacego kazde mozliwe réwnanie diofantyczne,
lub choéby stwierdzajacego, czy jego rozwiazanie istnieje.

Problem 5. Automatyczne rozstrzyganie hipotez

Nierozstrzygalny jest problem, czy podana na wejsciu
hipoteza matematyczna jest prawdziwa, czy falszywa.
Tzn. jaka$ hipoteze formulujemy $cisle i czekamy na
weryfikacje. Zwrot $cisle oznacza tutaj — w jezyku jakiejs$
odpowiednio silnej logiki (nieformalnie: chcieliby$my,
aby hipoteza byla wyrazona w dostatecznie bogatym
jezyku matematycznym, np. przy uzyciu takich pojeé, jak
wdla kazdego” czy istnieje”).

Okazuje sig, ze pewne waskie podproblemy tego zagadnienia sa
rozstrzygalne. Na przyktad, Mojzesz Presburger udowodnit, iz
hipotezy z dziedziny arytmetyki, ale te nieuzywajace mnozenia

(a wigc samo dodawanie), ktére da si¢ wyrazi¢ w tzw. jezyku

logiki pierwszego rzedu, mozna weryfikowaé automatycznie za
pomoca komputera.

Problem 6. Problem stopu

Nierozstrzygalne jest pytanie, czy dany program dla
konkretnych danych wejsciowych petli si¢ czy nie.

W jezyku programisty powiedzielibyémy, ze nie da sie
napisa¢ programu super-program.c, ktory — dostawszy
na wejsciu jakié inny program do-testowania. c oraz dane
wejéciowe dane . in — stwierdzalby (w skoficzonym czasie),
czy dla danych dane.in program do-testowania.c
konczy sie czy nie. Podamy pelny dowdd tego twierdzenia.
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Dowdd. Zaltézmy nie wprost, ze taki program jednak
udalo nam si¢ napisa¢. Tzn. mamy funkcje

bool stop(program, dane),

ktora zawsze dziala w skonczonym czasie i zwraca prawde
wtedy i tylko wtedy, gdy podany program dla wejscia dane
zatrzymuje sie. Napiszmy teraz innag funkcje:

bool fun(program)
if stop(program, program) then
while true do sleep();
else
return true;

Zauwazmy, ze w powyzszej funkcji jako drugi parametr
funkcji stop, a zatem jako dane wejsciowe, podany jest
sam program!

Zastanéwmy sie, jaki jest wynik dzialania fun(fun).
Kazdy program dla okreslonych danych albo sie petli,
albo nie — rozwazmy wiec dwa przypadki. Najpierw
zalézmy, ze wykonanie fun(fun) zatrzymuje sie.
Woweczas, na mocy okreslenia problemu stopu,

stop(fun, fun) zwraca true. Jednak wtedy analiza

kodu funkcji fun pokazuje, ze fun(fun) petli sie, gdyz
warunek po if jest prawdziwy. UzyskaliSmy sprzeczno$c,
co oznacza, ze fun(fun) musi si¢ petli¢. To jednak (znéw
patrzymy na instrukcje if w funkcji fun) implikuje, ze
stop(fun, fun) zwraca prawde, a to, z definicji funkeji
stop, oznacza dokladnie tyle, ze fun(fun) zatrzymuje sie.

W kazdym przypadku uzyskaliSmy zatem sprzecznosé,
wiec teza zostala udowodniona. [J

Autor ma $wiadomo$é¢, ze ten artykul w duzej mierze jest
tylko namiastka, prezentacja ledwie kilku przyktadéw,

i ma stanowi¢ raczej zachete do dalszych poszukiwan.
Przy okazji ma jednak nadzieje, ze udalo sie, chocby
mgliscie, da¢ oglad, czym si¢ — miedzy innymi —

zajmuje wspolczesna informatyka teoretyczna. Sama
tematyke probleméw nierozstrzygalnych mozna
oczywiscie rozwija¢ dalej. Ciekawy, by¢ moze wart
oddzielnego przedstawienia, wydaje si¢ temat hierarchii
probleméw nierozstrzygalnych. Mowimy tu o takiej
hierarchii, w ktorej problemy nierozwiagzywalne

(tzn. nierozstrzygalne) dzielimy na mniej i bardziej
beznadziejne przypadki. Porzadek jest tu taki, ze
problem P; jest trudniejszy od Ps, jedli zalozenie o tym,
ze Py bylby rozstrzygalny, pozwolitoby hipotetycznie
rozstrzygac P, a odwrotnie — juz nie. Pewnie mozna by
tu mie¢ watpliwosci, po co w ogdle poréwnywaé problemy,
ktore i tak s niemozliwe do rozwiazania. Z pewnoscia
jest tu jakis element sztuki dla sztuki (jak w kazdej
bardzo teoretycznej dyscyplinie nauki), jednak tego typu
zagadnienia nie sa wylacznie domena smakoszy.

Rezultaty z dziedziny nierozstrzygalnosci to tak zwane
twierdzenia o niemoznosci — zjawisko fascynujace samo
w sobie! To znaczy udaje nam sie dowie$¢, ze czegos nie da
sig¢ rozwiazac¢. Wskutek tego musimy mie¢ $wiadomosé, ze
istnieja problemy, na ktore nie pomoga ani nasze szkietka,
ani nasze oczy, ani nawet tona krzemu zaprogramowana
przez najlepszych algorytmikow.



