Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

W,

/MY

Wigcej o potedze punktu wzgledem
okregu i o prostej potegowej dowiedzieé
si¢ mozna, rozwigzujac zamieszczone

w tym numerze zadania M 1249, M 1250
i M 1251.

Rys. 2

Rys. 3
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Styczne do okregu samg linijka

W marcu br. zostal wydrukowany kolejny plakat SEM. Przedstawia on

w czterech krokach konstrukcje — przy uzyciu jedynie linijki — stycznych do
okregu przechodzacych przez dany punkt (zob. okladka). Niniejszy tekst jest
poswiecony wykazaniu poprawnoéci tej konstrukcji.

W dowodzie wykorzystamy pojecia potegi punktu wzgledem okregu oraz osi
potegowej.

Niech w bedzie okregiem o érodku O i promieniu r, a P dowolnym punktem.
Potegq punktu P wzgledem okregu w nazywamy liczbe pot(P,w) = PO? — 12,

Jedna z przyczyn, dla ktorej wprowadzenie pojecia potegi staje sie uzyteczne,
jest nastepujacy fakt: zbiorem tych punktow, ktore majg rowne potegi wzgledem
danych dwdch okregow wy i we (0 rézZnych $rodkach), jest prosta. Prosta te
nazywamy osiq¢ potegowq okregow wy i wo.

Przejdzmy teraz do dowodu poprawnosci konstrukeji. Kluczowym faktem jest tu
nastepujacy lemat.

Lemat. Punkty A, B,C, D lezq na okrequ w. Proste AB i CD przecinajq sie
w punkcie P, a proste AD i BC' przecinajq si¢ w punkcie Q. Wowczas

pot(P,w) + pot(Q,w) = PQ*.

Uwaga. Sformutowanie lematu nie precyzuje, w jakiej kolejnosci punkty

A, B,C, D leza na okregu w, a wiec moga leze¢ dowolnie. Daje to dwie istotnie
rozne konfiguracje geometryczne. W jednej z nich punkty P, Q) leza na zewnatrz
okregu w (rys. 1), a w drugiej jeden z punktéw P lub @ lezy wewnatrz okregu w,
drugi na zewnatrz (rys. 2).

Dowdad lematu. Dowdd przeprowadzimy dla konfiguracji przedstawionej na
rysunku 1. W przypadku konfiguracji z rysunku 2 dowdd jest analogiczny.

Przyjmijmy, ze okrag opisany na tréjkacie ADP przecina prosta PQ
w punkcie S (rys. 3). Wowczas
IXQSD = x<PAD = <BCD,
skad wynika, ze na czworokacie C'Q.SD mozna opisaé okrag. Wobec tego
pot(P,w) + pot(Q,w) = PC- PD 4+ QA -QD = PS - PQ + SQ - PQ = PQ?,

co nalezalo wykazac.

Udowodnimy teraz twierdzenie, z ktorego juz bezposrednio wynika poprawnosé
konstrukeji.

Twierdzenie. Z punktu S leZgcego na zewngtrz okregu w poprowadzono styczne
SK i SL do okregu w (vys. 4). Przez punkt S poprowadzono réwniez dwie
proste, ktore przecinajq okrgg w odpowiednio w punktach A,C oraz B, D.

Proste AB i C'D przecinajqg sie w punkcie P, a proste AD i BC' przecinajq sie
w punkcie Q. Wowczas punkty K, L, P,Q leZg na jednej prostej.

Dowdad twierdzenia. Niech wy bedzie okregiem

o $rodku S i promieniu SK = SL. Na mocy lematu
otrzymujemy pot(P,w) + pot(S,w) = PS?. Stad

dostajemy

pot(P,w) = PS? — SK? = pot(P,w1),
co oznacza, ze punkt P lezy na osi potegowej
okregow w i wy, a wiec na prostej K L. Analogicznie,
wykorzystujac réwnosé pot(Q, w) + pot(S,w) = SQ?,
dowodzimy, ze punkt @ lezy na prostej K L. Dowod

twierdzenia jest wiec zakonczony.

Rys. 4

Inny dowéd poprawnosci konstrukeji, nawigzujacy do metod geometrii rzutowej, mozna znalezé w artykule Marka Kordosa w Matematyce 5/1995.
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