Rozwigzanka zadanek (nie)informatycznych

1. Wszystkich tréjkatow o wierzchotkach w wybranych
punktach jest

107) _10-9-8 _ 0

3 1-2-3

Zamiast zliczaé¢ trojkaty jednobarwne, przyjrzymy sie
réznobarwnym (majacym dwa boki tego samego koloru
i trzeci innego), po czym odejmiemy ich liczbe od 120.

Kazdy tréjkat réznobarwny ma doktadnie dwa wierzchotki,
w ktérych spotykaja sie dwa réznokolorowe boki; co wiecej,
kazde takie spotkanie réznokolorowych bokéw wyznacza
(niezaleznie od koloru trzeciego boku) tréjkat réznobarwny.
Dla kazdego punktu wyznaczmy zatem liczby konczacych sie
w nim kolorowych i czarnych odcinkéw — wyniki, w postaci
par (kolorowe, czarne), znajduja sie w tabelce

12345678910
1| |k|k|c|c|k|k|k|c|k]|(6,3)
2[k| [k|k|c|k|k|k|c|k|(7,2)
3lklk| |c|clk|c|c|c|k]|(4,5)
4|clk]|c clk|clk|c|c]|(3,6)
5lclc|c]c clk|k|k|k]|(4,5)
6|k|k|klk|c| |k|k|c]|c]|(6,3)
Tlklk|c|c|k|k| |k|k|c]|(6,3)
8k |k|c|k|k|k|k| |c|k|(7,2)
9lc|c|c|clk]|c c c|(2,7)
10 |k |k|k|clk|c]clk]|c (5,4)

— a nastgpnie zsumujmy iloczyny tych par:
184+14+20+ 18420418+ 18 + 14 + 14 + 20 = 174.

W ten sposob otrzymamy podwojong liczbe tréjkatow
réznobarwnych. Stad liczba tréjkatéw jednobarwnych to:

120 — 174/2 = 33.

2. Jezeli zaczniemy wyznaczaé kolejne sumy prefikséw
naszego ciagu (a dokladniej reszty z dzielenia ich przez 13),
to gdy tylko natrafimy na zero, bedzie znaczylo, ze
znalezlismy jeden z szukanych podciagdéw o sumie podzielnej
przez 13. Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, ze

taka sytuacja nie wystepuje w przypadku naszego ciagu.
Czy jest to jedyny przypadek, dla ktérego odpowiedz na
postawione pytanie mogtaby by¢ pozytywna? Oczywiscie nie:
moze sie tez zdarzyé, ze suma i-tego prefiksu bedzie réwna
sumie jakiego$ j-tego prefiksu (i < j) — wowcezas fragment
ciagu od wyrazu (i 4+ 1)-szego do j-tego wlacznie bedzie
jednym z szukanych podciagéw, gdyz jego suma jest réznica
sum tych prefiksow.

Podany ciag ma 15 elementow, a wartosci sum prefikséow sa
liczbami od 0 do 12 (modulo 13). To oznacza, ze wsrod tych
sum musi si¢ jakas powtérzy¢ (fakt ten nazywa si¢ madrze
Zasada Szufladkowsa Dirichleta), dzigki czemu niezaleznie od
konkretnych wartosci wyrazéw ciggu bedziemy mogli znalezé
zadany spdjny podciag sumujacy si¢ do wielokrotnosci 13.

Jezeli Czytelnik nie wierzy w cale to abstrakcyjne rozumowanie,

to proponujemy przyjrzeé sie resztom z dzielenia przez 13 sum

kolejnych prefikséw wyjsciowego ciggu:
1,2,11,5,4,8,7,12,6,9, 3,5, 2,4, 7.

Mamy tu jakies powtérzenia — wybierzmy z nich, powiedzmy,

pare piatek. Wyznaczaja one fragment wyjsciowego ciagu od

piatego do dwunastego wyrazu:

12,4,12,5,7,3,7, 2,

ktoérego suma jest réwna 52 =4 - 13.
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3. Wskazéwka do zadania podpowiada, co nalezy policzy¢,

jednakze nie daje zadnej informacji o tym, jak to zrobié.

Sprébujmy zatem wykonaé ,recznie” kilka pierwszych krokow,

moze co$ z tego wyjdzie. Przypomnijmy jeszcze nasz ciag:
3,2,3,4,1, 1,2, 3.

Poczatek jest prosty — dla pierwszego prefiksu mamy tylko
jeden podciag [3], wiec tabelka wynikéw dla reszt od 0 do 4

wyglada tak: [0]0]0][1]0]. Podciagi kolejnego prefiksu to:
[3], [2] oraz [3, 2] — daje to tabelke: [1[0]1]1]0].

A jak wygladaja podciagi prefiksu 3, 2, 37 Podzielmy je na
dwie grupy — na podciagi prefiksu o jeden krétszego oraz
na te, ktore zawieraja koncowa trojke prefiksu. Tabelke
wynikéw dla tych pierwszych juz wypisaliSmy. Natomiast
sumy podciagéw z drugiej grupy sa takie same, jak sumy
podciagdéw z pierwszej, tylko powiekszone o 3. Daje to
tabelke wynikéw: [ 1[1]0]1]0] przesunieta cyklicznie

o 3 w stosunku do poprzedniej tabelki. Wystarczy teraz
wysumowaé obie te tabelki i jesteSmy w domu:

[1]of1]1fo]+[1]1]o]1]o]=[2]1]1]2]0}

Sprawdzmy, czy o niczym nie zapomnieliémy: dwa podciagi
[3, 2] i [2, 3] maja sumy podzielne przez 5, podciag [3, 3]
daje reszte 1, podciag [2] — reszte 2, a podciagi dajace
reszte 3 to [3] oraz [3, 2, 3]. Chwila, ale pierwszy z tych
podciagéw powinnismy policzy¢ dwukrotnie, gdyz w naszym
prefiksie mamy dwie tréjki! To pokazuje, ze w naszych
obliczeniach zapomnieliSmy o jednoelementowym podciagu
odpowiadajacym ostatniemu elementowi rozwazanego
prefiksu — faktycznie, nie zatapal sie on do zadnej

z rozwazanych grup. Po jego uwzglednieniu (trzecia tabelka)
otrzymujemy juz poprawny wynik:

(1fol1f1fof+[1]1]o]1]o]+[o]ofol1]o]=[2]1]1]3]0}

Dla kolejnego prefiksu — 3, 2, 3, 4 — mozemy postapié¢
podobnie. Wystarczy zsumowac trzy tabelki: poprzednia,
poprzednia przesunieta cyklicznie o 4 oraz tabelke
odpowiadajaca podciagowi [4]:

(2[1]1[3]o]+[2][1][3]0]2]+[0folofo[1]=[3]2]4]3[3]

Teraz mozemy juz stosunkowo tatwo wykonac¢ kolejne kroki,
odpowiadajace elementom 1, 1, 2, 3:

[(3[2[4[3[3]+[3[3[2[4[3]+[o]1]oJofo]=
=[6]6]6]7]6]

[6]6]6[7[6]+[6]6]6]6]7]|+[o[1[o]0]0]=
=[12]13]12]13]13],

[12]13]12]13]13]+[13]13]12]13]13]+[0]0]1]0]0]=
=[25]26]25]26]25],

[25]26]25]26]25]+[25]26]25[25]26]+[0]0]0]1]0]=
=[50[52[50]52][51].

Ostatecznie mamy wiec 50 podciagdéw wyjsciowego ciagu,
ktorych sumy dziela sie przez 5 — wypisanie ich wszystkich
bytoby bardzo zmudnym zadaniem. A Tobie, Czytelniku,
pozostawiamy wyznaczenie liczby spdjnych podciagdw

o sumach podzielnych przez 5. Mozna do tego podejs¢
catkiem podobnie; tym razem jednak w wyliczanych
tabelkach nalezy uwzgledni¢ tylko spdjne podciagi konczace
sie na ostatnich pozycjach kolejnych prefikséw ciagu.
Dodajmy, ze w wyniku powinno sie otrzymac 6.



4. Przyjrzyjmy si¢ kolejnym zbiorom kwot wspomnianym
we wskazowce — moze uda nam si¢ zauwazy¢ cos ciekawego.
Przypomnijmy postaé¢ uporzadkowanego ciagu:

1,1,2, 5,7, 17, 17, 35, 83, 170, 300.

Za pomocy pierwszych dwoéch jedynek mozna wyptacié
wszystkie kwoty catkowite z przedziatu [0, 2]. Jezeli
dotaczymy do tego dwdjke, to, jak tatwo sprawdzié¢, mozemy
wyplacié¢ wszystkie kwoty z przedziatu [0, 4]. Dotézmy

teraz monete o nominale 5. Czy za pomoca poprzednich
monet oraz piatki mozemy wyptlaci¢ wszystkie kwoty od 0
do 4 4+ 5 =97 Otéz tak: kwoty mniejsze od 5 wyplacamy

za pomoca wezesniejszych monet (mozna nimi wyplacié
wszystkie kwoty z przedziatu [0, 4]), a dowolna kwote k od 5
do 9 — za pomoca piatki i uktadu wczesniejszych monet

o sumie k — 5, ktora to warto$é¢ dla kazdej z rozwazanych
wartosci k ,szczesliwie” nalezy do przedziatu [0, 4].

Juz mniej wiecej widaé, jak kontynuowac to rozumowanie.
Jezeli za pomoca pewnych poczatkowych monet mozna
wyplacié¢ kwoty z przedziatu [0, M] i kolejng moneta jest
a; < M + 1, to za pomoca zbioru monet powiekszonego

0 a; mozna wyplacié¢ kazda kwote z przedziatu [0, M + a;]
— kwoty od 0 do a; — 1 (przypomnijmy, ze a; — 1 < M) tylko
za pomocg wczesniejszych monet, a pozostate z uzyciem a;
i pewnych wczeéniejszych monet. A co, jezeli a; > M + 1?7
Wéwcezas, poniewaz wszystkie kolejne po a; monety maja
nominaly nie mniejsze niz nominal a;, to na pewno za
pomoca naszych monet nie da si¢ wyptaci¢ kwoty M + 1

(i jest to wowczas najmniejsza taka kwota).

Stosujac opisang regute do kolejnych monet z zestawu,
otrzymujemy: przedzial [0,9] i moneta 7 daja przedzial

[0, 16], ktéry wraz z moneta 17 daje przedzial [0, 33],
ktéry po dotaczeniu kolejnej siedemnastki daje [0, 50],

co wraz z moneta 35 daje [0, 85], do czego, dokladajac
monete 83, otrzymujemy [0, 168], co wraz z 170 daje... no
wladnie, w tym miejscu trzeba przerwaé nasza wyliczanke
z wnioskiem, ze najmniejsza kwota, jakiej nie da sie
wyplacié, jest 168 + 1 = 169.

Na koniec pytanie kontrolne do Czytelnika: jakie bytoby
rozwigzanie zadania, gdybysmy z powyzsza ,wyliczanka”
doszli do konica ciagu nominaléw monet?

5. Zbiér tomoéw, ktore moga nie zostaé ani razu ruszone,
musi, oczywiscie, stanowié podciag rosnacy (pod wzgledem
numeréw) wyjsciowego ciagu toméw. Z drugiej strony, jezeli
wybierzemy jakikolwiek podciag rosnacy w rzedzie toméow

i postanowimy sobie, ze wlasnie tych toméw nie zamierzamy
ruszaé, to mozemy kazdy z pozostatych toméw, poczynajac
od tych o najmniejszych numerach, wstawi¢ w jednym ruchu
we wlasciwe miejsce w ramach tego podciagu. Skoro tak,

to wybierzmy najdluzszy taki podciag rosnacy; szukana
minimalna liczba ruchéw bedzie woéwczas rowna 12 minus
dlugosé¢ tego ciagu.

Jak w systematyczny sposéb wyznaczyé dtugosé
najdtuzszego podciggu rosnacego naszego ciagu

11,1, 10, 4, 3,2, 8,7, 12,6, 9, 57
Mozna chociazby dla kazdego elementu policzy¢ dtugosé
najdtuzszego podciagu rosnacego konczacego sie na nim,
a potem wziaé najwieksza sposrod tych wartosci.

Dla kazdego z pierwszych dwoch toméw szukanym wynikiem
jest 1. Trzeci tom ma numer 10, wiec mozna za jego pomocy
przedtuzy¢ jednoelementowy ciag rosnacy konczacy si¢ na

tomie numer 1, otrzymujac ciag dtugosci 2. Podobnie ma sie
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sytuacja w przypadku kazdego z kolejnych trzech toméw:
4, 3, 2 — daje to ciag poczatkowych wynikéw:

tomy: (11| 1]10{4 |3 |2
dtugosci podciggow: |1|1|2(2(2|2

Kolejny tom, ten o numerze 8, moze zostaé¢ uzyty nie tylko
do przedtuzenia wspomnianego juz ciagu jednoelementowego,
ale takze kazdego sposérod stworzonych juz ciagéw
dwuelementowych, ktére koncza si¢ tomami o numerach
mniejszych niz 8, tj. 4, 3 1 2. To oznacza, ze wynikiem dla
tego tomu jest 3:

tomy: [11] 1 [10[4]3[2]8
dtugosci podciagow: | 1|12 |2(2(2|3

Wida¢ juz, jak kontynuowaé te obliczenia — wystarczy
kazdorazowo wybieraé¢ najdluzszy ciag sposréd dotychczas
utworzonych, konczacy si¢ tomem o numerze mniejszym

niz numer rozwazanego tomu, i ten wtaénie cigg przedtuzaé.
W ten sposob otrzymamy nastepujaca tabelke wynikéw:

tomy: 11/ 1(10{4 |3 |28 |7[12(6|9|5
dlugosci podciggéw: [1[1(2(2]2(2(3(3(|4(|3|4|3

Stad najmniejsza konieczna liczba ruchéw jest réwna

12 — 4 = 8. Pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie
znalezienie jakiego$ 4-elementowego podciagu rosnacego
toméw i wykonanie osmiu ruchéw, po ktérych ciag tomoéw
stanie si¢ uporzadkowany rosnaco.

6. Zastanéwmy sie najpierw, jak najwygodniej zrealizowaé
procedure opisang we wskazowce. Otéz wystarczy kolejno
wykreslaé¢ tomy od pierwszego do dwunastego, a w momencie
wykreslania powigksza¢ wynik o liczbe niewykreslonych jeszcze
toméw potozonych na lewo od wykreslanego (odpowiada to
przesunieciu tomu na poczatek poétki i wyeliminowaniu go

z dalszych rozwazan). Wynik zastosowania tego postepowania
do naszego ciagu obrazuje tabelka

11|/ (10{4]3[2|8|7|12/6|9|5 | wynik: 1
11|/ (10]4|3|2|8|7|12/6|9|5 | wynik: 5
11| A {10] 4 | A2 |8|7(12]6|9|5| wynik: 8
1|\ /(10| A || 2|8 7|12/6|9 |5 | wynik: 10
1|10l /|| 28| 7|12|6|9 |4 | wynik: 17
1|10\ A 2| 8|7 [12]6|9]|4| wynik: 22
1|10 H 2|8 |/712/ 6|9 |H | wynik: 25
1|V (10| A\ 2|87 |12 6|9 |4 | wynik: 27
1 MI0| VB2 IR 7112 F Y|4 | wynik: 30
V[0 A B 28720 F] 7] wynik: 31
VLN IO\ A B A8 712 4 || | wynik: 31
VAN YOI A A LA BT YR G M H | wynik: 31

A zatem udalo nam si¢ uporzadkowaé potke za pomocy
31 ruchéw. Poszlo nam calkiem latwo, ale musimy sobie
jeszcze odpowiedzieé na pytanie, czy aby na pewno
wykonaliémy najmniejsza mozliwa liczbe ruchéw?

Powiemy, ze dwa tomy na pdlce tworza inwersje, jezeli
pierwszy z nich lezy na lewo od drugiego oraz ma numer
wigkszy od drugiego (przyktadem takiej sytuacji sa
tomy o numerach 7 i 10 na naszej ,poczatkowej” poélce).
Zauwazmy, ze:

e na uporzadkowanej rosnaco pétce nie ma zadnych inwersji
— a do takiego uktadu dazymys;

e jeden ruch, czyli zamiana miejscami sasiednich toméw,
moze zmienié liczbe inwersji co najwyzej o 1 (tj. dodaé lub
usunaé inwersje miedzy przestawianymi tomami);

e w naszej metodzie w kazdym ruchu przenosimy mniejszy
element na lewo, czyli usuwamy jedna inwersje.



Whiosek: wymagana liczba ruchéw jest co najmniej tak
duza jak liczba inwersji w ciaggu, a z drugiej strony liczba
ruchéw wykonywanych w naszej metodzie jest doktadnie
taka sama jak liczba inwersji. To uzasadnia, ze nasza
metoda daje najlepszy mozliwy wynik dla dowolnej
poczatkowej postaci péiki, a w szczegdlnosci dla tej

z naszego zadania.

7. Na poczatku zastosujemy sie do zalecenia ze wskazéwki

i potaczymy krawedziami wszystkie pary (m,2m) dlam € Z
(dla przypomnienia: Z = {1,2,...,17}). Zeby sie przy tym
przypadkiem nie pomyli¢, sprobujmy zabrac¢ sie do tego jakos
systematycznie, np. po kolei. 1 powinna by¢ potaczona z 2,
274,478,812z 16, noito tyle, bo2-16 > 17 — daje to nam
taki tancuszek kolejnych potaczen. Kolejng niepotaczona
jeszcze z niczym liczba jest 3; z 3 krawedz powinna
prowadzi¢ do 6, z 6 do 12, a 12 konczy ten tancuszek.
Doktadajac do tego kolejne tanicuszki rozpoczynajace sie od
5, 7 itd., otrzymujemy nastepujacy obrazek:

1 2 4 8 16
3 6 12
oo o

5 10 7 14
—o —o
9 11 13 15 17
° ° ° ° °

To byto catkiem tatwe, ale... po co w ogdle konstruowalismy
te tancuszki? Ot6z przyjrzyjmy sie temu, jak w te
konfiguracje wpisuja sie zbiory antydwdéjkowe. Kazdy

taki zbiér A ma te wlasnosé, ze dla kazdej pary m,2m

(m € Z) zachodzi m ¢ A lub 2m ¢ A, czyli w A nie moze
znalez¢ si¢ naraz zadna para liczb potaczonych krawedzia
na powyzszym rysunku. Zauwazmy, ze tancuszki mozemy
rozpatrywaé oddzielnie, gdyz sa one catkowicie niezalezne

— to, jakie liczby wybierzemy do zbioru antydwéjkowego

z jednego tancuszka, nie ma zupelnie wplywu na nasz wyboér
w pozostaltych tancuszkach.

Aby skonstruowaé najliczniejszy zbiér antydwdjkowy A,
musimy zatem z kazdego tancuszka wybraé jak najwiecej
liczb. Z tancuszkéw jednoelementowych (czyli takich bez
krawedzi) mozemy do A wziaé, oczywiscie, po co najwyzej
jednym elemencie. Réwniez tylko tyle uda nam si¢ wybraé
z kazdego z tancuszkéw dwuelementowych. W tancuszku
trzyelementowym mozemy sobie juz pozwoli¢ na wybér
dwoch liczb: 31 12 (gdybysmy wzieli 6, to nie mogliby$my
juz wziaé ani 3, ani 12). Podobnie, wybierajac co drugi
element z najdluzszego tancuszka, mozemy do A dotozy¢
jeszcze trzy liczby.

1 2 4 8 16
©&——e—©&—=—0
3 6 12
®&—e—

5 10 7 14
©—o @—o
9 11 13 15 17

® ® ® ® ®

Ostatecznie szukanym najliczniejszym zbiorem
antydwéjkowym jest na przyktad:
A=1{1,3,4,5,7,9,11,12,13,15,16, 17}.

A jakie sg inne najliczniejsze? I ile ich jest?
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PrzejdZzmy teraz do pytania o liczbe wszystkich zbioréw
antydwojkowych. Latwo przekonaé sie, ze moze ich by¢
dosyé sporo — chociazby kazdy podzbiér naszego
najliczniejszego zbioru A jest zbiorem antydwdéjkowym,

a wszystkich takich podzbioréw jest juz 2'2 = 4096 ().
Skoro podzial na tancuszki juz raz okazatl sie skuteczny,

to moze pomoze nam takze i tym razem? Sprébujmy!
Przypomnijmy sobie, ze kazdy zbiér antydwdjkowy mozemy
konstruowaé, dotaczajac do niego niezaleznie wybrane
elementy z poszczegdlnych tancuszkow. Przeanalizujmy wiec
kolejno wszystkie tancuszki, powiedzmy, znéw poczynajac
od najkrétszych, i przyjrzyjmy sie temu, na ile sposobéw
mozna z kazdego z nich wybra¢ pewna liczbe elementéw
(potencjalnie 0), tak aby nie uzyskaé¢ zadnej pary liczb
potaczonych krawedzia.

W kazdym tancuszku jednoelementowym mamy tylko jeden
wybér: albo bierzemy jego jedyny element, albo nie — to daje
kazdorazowo doktadnie dwie mozliwoéci. Dla tancuszkéw
dwuelementowych mamy trzy mozliwosci: albo nie bierzemy
zadnego elementu (mozemy to uczynié¢ na jeden sposéb),
albo bierzemy dokladnie jeden element (dwa sposoby).
Dalej sytuacja zaczyna sie powoli komplikowaé, wiec
sproébujmy wymysli¢ jaki§ bardziej systematyczny sposéb
postepowania. Przyjrzyjmy sie przypadkowi tancuszka
trzyelementowego; jednym z wyborow, jakie musimy dla
niego podjac, jest to, czy wziaé¢ do zbioru ostatni jego
element, czy tez nie. W pierwszym z tych przypadkoéow
wiemy, ze srodkowego elementu nie mozemy juz wybraé,
stad problem sprowadza si¢ do zdecydowania, co zrobic¢

z pozostalym jednym elementem, ktéry to element jest

w szczegblnosei tancuszkiem jednoelementowym. Z kolei

w drugim przypadku nie mamy natozonych zadnych
dodatkowych ograniczen na wyboér pozostatych dwéch
elementéw tancuszka, czyli mamy do zagospodarowania
tancuszek dwuelementowy. Ostatecznie, wynik dla
trzyelementowego tancuszka jest suma wynikéw dla
tancuszkéw dwu- i jednoelementowego, czyli 2 + 3 = 5.
Latwo sprawdzié, ze niczego nie pomingliSmy: np. dla
trzyelementowego tancuszka z naszego obrazka mamy
nastepujace pie¢ mozliwosci wyboru elementéw do zbioru
antydwojkowego: 0, {3}, {6}, {12} oraz {3,12}.

Odtad juz poéjdzie zupelnie tatwo. Wynik dla tancuszka
czteroelementowego (w naszym podziale zaden taki

nie wystepuje) to suma wynikéw dla dwuelementowego
(odpowiada to sytuacji, w ktérej do zbioru wybieramy
ostatni element lancuszka) oraz trzyelementowego (co
odpowiada przypadkowi przeciwnemu), czyli 3+ 5 = 8.
Wreszcie dla tancuszka piecioelementowego mamy 5 + 8 = 13
mozliwosci wyboru elementéw do zbioru. Wreszcie taczna
liczba zbioréw antydwdéjkowych jest iloczynem liczb
mozliwosci wyboru dla poszczegdlnych tancuszkow, a zatem
jest réwna 13 (jeden piecioelementowy) razy 5 (jeden
trzyelementowy) razy 3? (dwa dwuelementowe) razy 2°
(pigé jednoelementowych), czyli 18 720, czyli rzeczywiscie
dosyé¢ duzo.

Na koniec dwie rzeczy: ciekawostka i zagadka. Ciekawostka:
liczby oznaczajace iloéci sposobéw wyboru zbioru
antydwéjkowego z tancuszkéw kolejnych ditugosci,

tzn. 2, 3, 5, 8, 13, ..., to tzw. liczby Fibonacciego.

A pojawienie sie tych liczb w naszym zadaniu nie jest

tylko osamotnionym przypadkiem — jakos tak sie sktada,

ze ciag Fibonacciego wystepuje w wielu miejscach, czesto
bardzo zaskakujacych, zaréwno w matematyce i informatyce,
jak i w biologii, muzyce. ..



