Klub 44

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
470 (WT = 2,35) i 471 (WT = 1,75)
z numeru 1/2009

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/2009
Redaguje Jerzy B. BROJAN

Przypominamy tresé¢ zadan:

476. Dwie mate plytki olowiane ustawiono pionowo, przedzielajac je kawaltkiem korka, $cinieto
obcegami, zawigzujac raczki drutem i zamocowano obcegi nieruchomo. Gdy na plytkach poziomo
polozono rozgrzany pret metalowy, zaczat si¢ on ,kotysac¢” — przechyla¢ na przemian w jedng i druga
strone (rysunek). Wyjasnié przyczyne zjawiska.

477. Male cialo (punkt materialny) porusza si¢ po ,powierzchni §rubowej”, opisanej réwnaniami
parametrycznymi
r=rcosa, y=rsina, z=da (ria- zmienne niezalezne, d — stala).

Jedyng silg dzialajaca na cialo jest sila utrzymujaca je na tej powierzchni, skierowana prostopadle
do niej. W chwili poczatkowej zmienna r miala warto$é ro, a predkodé tworzyta z wektorem

[ro cos avg, ro sin g, 0] kat B (ze zwrotem w strong osi » = 0, tzn. poczatkowo r malalo). Jaki
warunek powinny spelnia¢ wymienione parametry, aby cialo nie trafilo w 0$? Jesli ten warunek jest
spelniony, to jaka minimalng warto$¢ osiggneta zmienna r podczas ruchu ciata?

476. Podczas zetkniecia z olowiana plytka pret przekazuje jej cieplo, a wzrost
temperatury powoduje rozszerzanie sie ptytki i jodepchniecie” preta w gore.
Plytki otowiane lepiej sie do tego nadaja, niz np. stalowe, bo wspdlczynnik
rozszerzalnosci cieplnej otowiu jest stosunkowo duzy.

477. Niech ruch ciala bedzie opisany dwiema funkcjami r(¢) i a(t).
Roézniczkowanie prowadzi do wzoréw na skladowe predkosci i przyspieszenia

Tomasz Wietecha  Tarnéw 35,95 ¥ = [Fcosa — rasina, 7 sina + rdé cos «, dd)
Andrzej Idzik Bolestawiec 31,41 9
Krzysztof Magiera  FLosiow 29,23 d=[fcosa —2rasina — ra” cosa — réasin «,
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 27,04 . . .9 . . .
Radostaw Poleski Kotobrzeg 23,27 Fsina + 2racosa — rd” sina + rdacos Q, ad]»
Michal Kozlik Gliwice 15,51 . . . .
gdzie kropka oznacza pochodng po czasie. Zapiszmy jeszcze sktadowe wektora
prostopadtego do powierzchni:
7 = [dsin o, —d cos a, 7].
Warunek @ || 77 pozwala wyprowadzi¢ dwa prawa zachowania. Oczywista jest
zasada zachowania energii, ktéra tu oznacza staly wartoéé v? = 72 + (r? + d?)a?2.
Nieco bardziej pracochlonne (szczegély pomijamy) jest wykazanie, ze stala
warto$é ma wyrazenie K = (r? + d?)d.
Po wyeliminowaniu ¢ otrzymujemy réwnanie Ostateczne rozwiazanie przedstawia wzér
o =2 4 i r2.. = resin®  — d? cos? j.
- 2 2" . < s , ..
r?+d Wynik ten ma sens, jesli prawa strona réwnania jest
Z podstawienia 7 = 0 wyznaczamy ekstremalng wigksza od zera, a w przeciwnym przypadku nastapi
wartos¢ r — latwo wykazac, ze jest to minimum: trafienie ciala w o$. Graniczna warto$é kata 3 jest dana
9 K réwnaniem tg 8 = d/ry.
Tmin = — 5 — d-.
2

Dana warto$¢ kata § bezposrednio daje nam wielko$é

Wystepowanie w zadaniu nietypowej wielkosci zachowanej K,
réwnej J, + dp. (gdzie J, i p. sa skladowymi momentu

3

- - \2 .9
cos’ 3 = (%0 2 r;)) == ;0 — pedu i pedu, przy jednostkowej masie), wynika z nietypowej
Yoo 7o + (rg + d?)ag $rubowej symetrii problemu. Ogélne sformutowanie tego
a dalej mozna stad wyznaczy¢ stosunek K2 /v2. zwiazku jest znane jako twierdzenie Noether.
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
571 (WT =2,71) i 572 (WT = 1,38)
z numeru 12/2008

Michal Kieza Warszawa 46,13
Marcin Kasperski Warszawa 43,88
Andrzej Idzik Bolestawiec 43,15
Zbigniew Galias Krakéw 42,05
Tomasz Warszawski Krakéw 39,88
Krzysztof Dorobisz Krakéw 39,01
Pawetl Najman Jaworzno 35,68
Lukasz Garncarek  Opole 33,48

Michal Kieza zasilil szeregi Weteranéw!

]

Rozwigzanie zadania F 746.
Srednie parcie jednej piteczki na tlok
wynosi

Fy =Ap/At,

Ap =2mv = 2m~/2g(H — h),

gdzie H jest wysoko$cia, na ktéra
wyskoczy pileczka po usunieciu ttoka.
Ped Ap jest przekazywany ttokowi

w czasie At = 27, gdzie T jest dane
réwnaniem h = vT + gT2/2.

Gdy tlok przykrywa piteczki, ich parcie
réwnowazy site ciezkosci dziatajaca na

tlok:

M 5 nmg
Jg=nkFzy = ——m8 .
& (I —h/H)-1/2 1
Stad

[ (nm + ]\/[)2

nm(nm + 2M)

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/2009
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tres¢ zadan:

579. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych suma 1 + 2 + ... + n jest dzielnikiem
iloczynu 1-2-... - n.

580. Znalez¢é wszystkie funkcje cigglte f:R — R, spelniajgce réwnanie

fla+fly+2)+fly+flz+a)+ fz+f@+y) =0
dla z,y,z € R.

579. Badamy, kiedy n! dzieli sie przez n(n + 1)/2; réwnowaznie — kiedy
2(n — 1)! dzieli si¢ przez n + 1. Jasne, ze ten warunek nie jest spelniony, gdy
n + 1 jest liczba pierwsza nieparzysta. Pokazemy, ze tylko wtedy.

Dla n < 3 sprawdzamy to bezposrednio. Dalej przyjmujemy, ze n + 1 jest liczba
zlozona, wieksza od 4:

n+l=km>4; 2<k<m<(n+1)/2<n-1
Gdy k < m, sa to rézne czynniki iloczynu 1-2-...- (n — 1), ktéry wobec tego
dzieli sie przez km =n + 1.
Gdy za$é k = m, wéwczas takze iloczyn ten dzieli sie przez km = k% =n + 1,
bowiem jego réznymi czynnikami sa teraz k oraz 2k. Trzeba jedynie uzasadnic,
ze 2k <n —1. Otéz skoron +1 >4, to k > 3, a wiec

2k =k +1-(k—12<k+1-2=n-2.

580. Przyjmijmy, ze funkcja ciagta f spelnia podane réwnanie. Podstawiamy
w tym réwnaniu kolejno: x = y = z; nastepnie x = y = —z; wreszcie z = 0
— i otrzymujemy zaleznosci

(1)

flz+ f(22))
(2) 2f(z+ f(0)) + f(—= + f(22)) =
(3) fla+ W)+ fly+ f2) + f(fz+y) =0.

Z (1) widaé, ze f(f(0)) = 0. Biorac teraz w (1) z = f(0)/2, dostajemy
f(f(0)/2) = 0. Réwnanie (3) dla x =y = f(0)/2 daje zatem f(f(f(0))) = 0.
Skoro zas f(f(0)) = 0, znaczy to, ze f(0) = 0.

0,

Ponownie korzystamy z réwnania (3), przyjmujac y = 0, i otrzymujemy
(1) F) = —2f(f(x).

Wezmy pod uwage zbiér D = {z : f(z) = 0}. Wykazemy, ze

(5)
(6) to —z € D;

(7) to z/2 € D.

Dowdd wlasnosei (5): dla z,y € D réwnanie (3) redukuje sie do f(f(x +y)) = 0.
Stad, w myél (4), f(z +y) = 0.

Dowéd wlasnosei (6): jesli @ € D, to (wobec (5)) 2x € D. Wiedzac, ze f(0) =0,
wnosimy z réwnania (2), ze f(—z) = 0.

jesliz,y € D, tox+y € D;
jesli x € D,
jeslix € D,

Dow6d wlasnodei (7): zastepujac w réwnaniu (1) a przez x/2 widzimy, ze jesli
£@) = 0, to f(z/2) = 0.

Z wlasnosci (5), (6), (7) wynika, przez proste wnioskowanie indukcyjne, ze jezeli
w zbiorze D jest jakakolwiek liczba d # 0, to sa w nim wszystkie liczby postaci
27"md (dla n € N, m € Z). Tworza one gesty podzbiér R. Funkcja f przyjmuje
dla tych argumentéw wartosé 0. Jest ciaglta — a wiec jest tozsamosciowo réwna 0.

Pozostaje przypadek, gdy D = {0}. Wéwczas réwnanie (1) daje wniosek, ze
x+ f(2x) =0, czyli f(z) = —x/2 dlaz € R.

Obie znalezione funkcje (f(z) =0, f(x) = —x/2) spelniaja wyjéciowe réwnanie,
i sa to jedyne jego ciagle rozwigzania.
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