Informatyczny kacik olimpijski (22): Zliczanie planéw sieci drogowej

Tytutowe zadanie pochodzi z finalu Potyczek
Algorytmicznych 2008. Nalezy w nim wyznaczy¢ liczbe
roznych (nieetykietowanych) drzew n-wierzchotkowych

o $rednicy réwnej d i podaé¢ ja modulo pewna nieduza liczba
pierwsza p. Dwa drzewa uznajemy przy tym za rozne, jezeli
sg nieizomorficzne, tzn. nie mozna wierzchotkom jednego

z nich przyporzadkowaé¢ odpowiadajacych im wierzchotkow
drugiego tak, by byly zachowane incydencje. Srednice} drzewa
nazywamy dhugosé (w sensie liczby krawedzi) najdtuzszej
$ciezki w drzewie. Na przyklad dla n = 6, d = 3 istnieja
doktadnie dwa rézne drzewa:

Zalézmy na chwile, ze d jest nieparzyste. Wyobrazmy

sobie jakie$ drzewo o érednicy d z zaznaczona Sciezka
wyznaczajaca te srednice. Teraz do kazdego z wierzchotkdéw
na tej sciezce mozna probowaé doczepié jakies gatezie
drzewa, uwazajac na to, zeby nie stworzy¢ w ten sposéb
zadnej Sciezki dtuzszej niz d. Do pierwszego wierzchotka na
$ciezce nie mozemy zatem juz niczego doczepié, do drugiego
mozemy doklejaé tylko pojedyncze krawedzie, do trzeciego
— tylko poddrzewa o glebokosci nie wiekszej niz 2 itd.
Maksymalne gtebokosci dotaczanych poddrzew w przypadku
d = 5 obrazuje ponizszy rysunek.
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7 tych ograniczen wynika, ze wszystkie Sciezki o dtugosci d

w drzewie musza zawieraé (co najmniej) jedna wspélna
krawedz, a mianowicie te srodkowa. Po jej usunieciu

drzewo rozpada si¢ na dwa mniejsze, ktére mozna ukorzenié
w wierzchotkach z usuwanej krawedzi, otrzymujac dwa drzewa
o glebokosci LgJ Jezeli przez u(m, g) oznaczymy liczbe
nieizomorficznych ukorzenionych drzew m-wierzchotkowych

o glebokosci g, to wynikiem dla d nieparzystego bedzie
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Kazdy ze sktadnikéw w powyzszej sumie odpowiada
sklejeniu szukanego drzewa z dwoch poddrzew

o glebokosci L%J zawierajacych odpowiednio n; i n —n;
wierzchotkéw, natomiast ostatni sktadnik (w ktérym [2 |n],
zapisane za pomoca tzw. notacji Iversona, jest réwne 1, jesli
n jest parzyste, a 0 w przeciwnym przypadku) reprezentuje
drzewo sklejone z dwoch poddrzew zawierajacych po

5 wierzchotkéw. Zagadka dla Czytelnika: dlaczego

ten ostatni przypadek musiat zosta¢ potraktowany
osobno? (Wskazéwka: interesuja nas tylko drzewa parami
nieizomorficzne).

A co, jezeli d jest parzyste? Wowcezas srodkowy wierzchotek
na $ciezce wyznaczajacej $rednice drzewa jest wspolny

dla wszystkich takich $ciezek i jezeli ukorzenimy w nim
nasze drzewo, to otrzymamy n-wierzchotkowe drzewo

o glebokosci %, Stad wynik to u(n, %) ... no, prawie. Ot6z
trzeba jeszcze pamigtaé o tym, ze interesuja nas tylko takie
drzewa o glebokosci %, w ktérych co najmniej dwojgu dzieci

korzenia odpowiadaja poddrzewa o gtebokosci % — 1, stad
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od u(n, g) musimy odjaé liczbe drzew z tylko jednym takim
dzieckiem, réwna:

n—1
d d
Zu(m,Ql) -w(nm,21>.

n;=1
Przez w(m, g) oznaczyliémy liczbe ukorzenionych drzew
m-~wierzchotkowych o gtebokosci nie wickszej niz g
(wyjasnienie tego wzoru pozostawiam Czytelnikowi).

Pozostaje pytanie, jak obliczyé wartosci u(m, g) i w(m,g).
Poniewaz u(m, g) = w(m,g) — w(m, g — 1), to skupimy

sie tylko na wartosciach w. Zastosujemy programowanie
dynamiczne, w ktérym bedziemy wyznaczaé wartosci w dla
kolejnych g = 0,1,2,... Dla g = 0 jest tatwo: w(1,0) =1,

a dla m > 1 mamy w(m,0) = 0. Jezeli zas g > 0, to drzewo
o gteboko$ci co najwyzej g otrzymujemy, podpinajac
krawedziami do korzenia pewng liczbe poddrzew o gtebokosci
g — 1. Musimy by¢ jednak ostrozni, aby w ten sposéb

nie obliczy¢ wielokrotnie zadnych drzew rézniacych sie

tylko kolejnoscia podpietych poddrzew. W tym celu przy
obliczaniu rzadka w(x, g) bedziemy rozwazaé kolejno
wartosci w(j,g — 1) dla j = 1,2,...; dla kazdej z nich,

przy aktualizacji danego pola w(i, g) wybierzemy liczbe k
poddrzew j-wierzchotkowych o glebokosci co najwyzej g — 1,
ktére zamierzamy podpiaé¢ (oczywidcie musi by¢ k- j < 7).
Liczba uktadéw takich poddrzew bedzie wowczas réwna
liczbie k-elementowych kombinacji z powtdrzeniami ze zbioru
w(j, g — 1)-elementowego, tzn.:

. ,g—1)+k—1
wsz)(],gl,k)=(w(]g k) )

Ostatecznie otrzymujemy ponizszy pseudokod, w ktérym
zakladamy, ze w(x, —1) = 0 (pytania kontrolne: dlaczego
petla po j jest przed petla po i? i skad nietypowy porzadek
przegladania wartosci w drugiej z tych petli?).

for g=0,1,2,...
w(l,g):=1; w(2,g)=w(3,g):=...:=w(hg):=0;
for j=1,2,...,n
fori=nn-—1,...,1

for 1 <k < %
w(i, g) = w(i,g) +wsp(j,g — 1, k) - w(i — kj, g);

ZastanOéwmy sie na koniec nad ztozonoscia czasowa opisanego
rozwiazania. Zauwazmy przede wszystkim, ze wspotczynniki
wsp mozemy oblicza¢ w statej ztozonosci czasowej, jezeli
tylko spamigetamy odwrotnosci liczb 1,...,n + 1 modulo p

i bedziemy kazdorazowo korzystaé ze wzoru:

wsp(j,g — 1L,k+1) =
= wsp(j,g — 1,k) - (w(j,g — 1) + k) - (k+1)"" mod p).
To daje oszacowanie na ztozonos¢ czasowa rozwiazania
O(dn?). Okazuje sie jednak, ze jest ono zbyt pesymistyczne,
gdyz taczna liczba obrotéw trzech wewnetrznych petli for
moze zostaé oszacowana z gory przez

n n ) n n
n’® + VJ <’ 4y i l<n2+n2Hn,
gdzie H,, to tak zwana n-ta liczba harmoniczna. A poniewaz
H, = O(logn), co wynika m.in. z przyblizenia tej sumy
caltka, to otrzymujemy ostatecznie, ze ztozonosé czasowa
opisanego rozwiazania to tak naprawde O(dn2 logn).
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