Podzielno$é liczb w poziomych rzedach tréjkata Pascala
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Rys. 2. Zwiazek tréjkata Pascala
z trojkatem Sierpinskiego.

N=1{1,2,3,...}, No = NU {0}

Na okladce przedstawiony jest

rozktad w tréjkacie Pascala liczb
dajacych te same reszty z dzielenia
przez 3: reszta 0 — kolor zielony,

reszta 1 — czerwony, reszta 2 — niebieski.

*Skrét pracy nagrodzonej srebrnym
medalem w Konkursie Uczniowskich

Adam WYRZYKOWSKI

W tej pracy n-tym poziomym rzedem tréjkata Pascala bede nazywal zbidr liczb:
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pojecie to jest calkiem intuicyjne w obliczu graficznej interpretacji (rys. 1).
Czesto bede tez korzystal z pojecia ,skrajnych jedynek” w n-tym poziomym
rzedzie, majac na mysli liczby (g) oraz (Z), ktére sg réwne 1.

Pojawiaja sie pytania: Czy istnieja poziome rzedy, w ktorych wszystkie liczby,
pomijajac skrajne jedynki, sa podzielne przez dana liczbe pierwsza? Jezeli tak,
to jak znajdowac takie rzedy? Czy istnieja poziome rzedy, w ktérych wszystkie
liczby (pomijajac oczywiscie skrajne jedynki) sa podzielne przez dana liczbe
zlozona? Kiedy wszystkie liczby w poziomym rzedzie sa niepodzielne przez dana
liczbe pierwsza? OdpowiedZ na te pytania jest gléwnym celem mojej pracy.

Zauwazmy, ze nadajac liczbom parzystym i liczbom nieparzystym w trojkacie
Pascala rézne kolory (rys. 2), otrzymujemy figure przypominajaca trojkat
Sierpinskiego. W moich rozwazaniach nie bede analizowa¢ geometrycznych
wlasnosci tréjkata Pascala, lecz wykorzystam samopodobienstwo tréojkata
Pascala do postawienia kilku ciekawych hipotez czysto algebraicznych. Pierwsza
z nich formuluje sie nastepujaco.

Twierdzenie 1. Dla dowolnych m € N, k € Ny, 0 < k < 2™ — 1, zachodzi
2m —1
. =1 (mod 2).

Innymi stowy, wszystkie liczby postaci (ka_l) sa nieparzyste. Istotnie, poziome
rzedy o numerach 2™ — 1 zawieraja ,podstawy” kolejnych tréjkatéw (w oparciu
o samopodobienstwo), wiec znajduja si¢ w nich same liczby nieparzyste — stad
powyzsza hipoteza.

W celu wykazania twierdzenia 1 wygodnie jest najpierw udowodnié¢
Twierdzenie 2. Dla dowolnych m,k € N, 0 < k < 2™, zachodzi
2’!TL
2 .
(%)

Tutaj istotne jest, ze nierownosé 0 < k < 2™ jest ostra, poniewaz liczba
2m 2m
= = 1
0 2m

Powyzsze twierdzenie mozna uogélni¢ na przypadek dowolnej liczby pierwszej p,
tzn. zachodzi

jest nieparzysta.

Twierdzenie 3. Jezeli p jest liczbg pierwszg, m,k € N oraz 0 < k < p™, to
ma miejsce podzielnosé
pm

Zauwazmy, ze w interpretacji zwigzanej z trojkatem Pascala twierdzenie 3
oznacza, ze poziome rzedy o numerach bedacych potegami liczby pierwszej p,
pomijajac skrajne jedynki, zawieraja wylacznie liczby podzielne przez p.

W dowodzie wielu twierdzen zawartych w mojej pracy korzystam z funkcji

S : N x N — Ny zdefiniowanej nastepujaco: S(n,p) = max(k € Ny : p* |n).

Na przyklad S(10,2) = 1, poniewaz 2| 10, ale 4 nie jest dzielnikiem 10.

Takze S(16!,2) = 15 oraz S(18,5) = 0, etc. Zauwazmy, ze jezeli p jest liczba
pierwsza, to warto$é¢ S(n,p) jest réwna wykladnikowi stojacemu przy liczbie p

Prac z Matematyki, Czestochowa 2008 r. W rozkladzie n na czynniki pierwsze.
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W ksiazce 250 zadan z elementarnej teorii liczb, w ramach dowodu twierdzenia
Czebyszewa, Wactaw Sierpinski podaje wzoér na wykladnik przy liczbie
pierwszej p w rozkladzie n! na czynniki pierwsze:

| n
(1) > |4

i=1
gdzie |x] oznacza czesé catkowita (,,podloge”) x, tzn. jedyna liczbe catkowita
spelniajaca nieréwnosé z — 1 < |z < z.

Bede korzystal rowniez ze znanej nieréwnosci

(2) ] + [y] < [z +ul,
prawdziwej dla dowolnych z,y € R.

Dowaod twierdzenia 3. Dla dowolnej liczby pierwszej p i dowolnych a,b € N
takich, ze b| a, zachodzi oczywiscie:

a
3) s(g,p) — S(a,p) — S(b.p).
Teze twierdzenia mozna przepisa¢ rownowaznie jako:

(7))

Po zastosowaniu do powyzszego (3) i definicji symbolu Newtona mamy

S((p™)p) > S(kl,p) + S((p™ — k)L, p).
Uwzgledniajac (1) w tej nieréwnosci, dostajemy

>[5l 25

=1 =1

Zauwazmy, ze dla ¢ > m jest
A L e
Pl B 7 I A e
dlatego wystarczy wykazad, ze

>[5 2l 25

i=1 =1 i=1

Na mocy (2) zachodzi nieréwnosé

o Ll 5]

Przeprowadzajac sumowanie stronami nieréwnosci takich jak powyzsza dla
ustalonych p,m, k oraz i przebiegajacego zbiér {1,2,3,...,m}, dostajemy:

>[5 2l 25

i=1 =1 i=1

W celu wykazania tezy wystarczy wiec juz tylko dowiesé, ze
m

® >[5 2l 25

i=1 i=1

Zalézmy nie wprost, ze zachodzi réwnosé. Wiadomo, ze jezeli w wyniku
dodawania stronami nieréwnosci nieostrych otrzymujemy réwnosé, to rownosé
& musi by¢ tez spelniona w kazdej z dodawanych nieréwnosci. Zatem réwnosé
' ' w (4) zachodzi, gdy:

Rozwigzanie zadania M 1246. m i m i
Niech V)—J = {—J + {p - J dla dowolnego i € N, 1 < i < m.

S(n)={n+2,n+3,...,n+ 1001}. P P p
Zauwazmy, ze jesli zbiér S(n) zawiera Jednak dla ¢ = m lewa strona rownania
dokladnie k liczb pierwszych, to zbidr m k m L
S(n + 1) zawiera k — 1, k lub k+ 1 p_ = | = p _
liczb pierwszych. Ponadto zbiér S(0) Pt P Pt

zawiera wiecej niz pieé¢ liczb pierwszych, . . c s ;. , ..
Sy leea) Tz DIge ez PIOTWIAYER wynosi 1, a w obliczu nieréwnoéci 0 < k < p™ prawa strona tego réwnania jest
a zbiér S(1001!) nie zawiera zadnej

liczby pierwszej. Wobec tego dla pewnej ~ réwna 0. Sprzeczno$é dowodzi prawdziwosci (4). To konczy dowdd twierdzenia 3.
liczby 0 < m < 1001! zbiér S(m) zawiera
dokladnie pieé liczb pierwszych. Podstawiajac p = 2, otrzymujemy teze twierdzenia 2.
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Prawdziwe okazuje sie tez twierdzenie odwrotne do
twierdzenia 3, méwiace, ze jezeli wszystkie liczby
(pomijajac skrajne jedynki) w poziomym n-tym rzedzie
tréjkata Pascala sa podzielne przez liczbe pierwsza p, to
n jest potega o wyktadniku catkowitym dodatnim liczby p.

Okazuje sie, ze odpowiedz na postawione na wstepie
pytanie dotyczace liczb ztozonych jest negatywna.

Twierdzenie 4. Jezeli r jest liczbg zloZong, to dla
dowolnego n € N\ {1} istnieje takie k € N, 0 < k < n,
ze liczba (Z) jest niepodzielna przez r.

Tak wigc nie istnieje w trojkacie Pascala taki rzad
poziomy, ze (pomijajac skrajne jedynki) wszystkie liczby
w nim wystepujace sg podzielne przez liczbe zlozong r.

Twierdzenie 1 daje sie uogélni¢ na wszystkie liczby
pierwsze, tzn. prawda jest, ze wszystkie liczby postaci
(p k_l) sg niepodzielne przez p. Co wigcej, zachodza
twierdzenia mocniejsze.

Twierdzenie 5.1. Jezeli p jest liczbg pierwszq, m € N,
k zas jest liczbg parzystq spelniajgcqg warunek
0<kE<pm™—1,to

(pmk_ 1) = 1 (mod p).

Twierdzenie 5.2. Jezeli p jest liczbg pierwszg, m € N,
k za$ jest liczbg nieparzystq spelniajgcq warunek
1<k<p™—1,to

(pmk_ 1) = —1 (mod p).

Dowdd twierdzenia 5.1 przebiega przez indukcje

i wykorzystuje wzér Pascala oraz twierdzenie 3.
Twierdzenie 5.2 jest natomiast prosta konsekwencja
twierdzen 3 i 5.1.

Dla p > 2 okazuje sie, ze nie tylko rzedy o numerach
p™ — 1 zawieraja wylacznie liczby niepodzielne przez p
(rysunek na okladce).

Twierdzenie 6. Wszystkie liczby

(0)- () G (20)- ()

sq niepodzielne przez liczbe pierwszq p wtedy i tylko wtedy,
gdy dla pewnych liczb m, t, spelniajgcych warunki: m € N|
teN,0<t<p, zachodzi

n=tp"™ —1 albo
Jednym z ciekawszych twierdzen zwiazanych z trojkatem
Pascala, z ktérym sie spotkatem, jest zwiazek tréjkata
Pascala z liczbami Fibonacciego, ktory prowadzi
ostatecznie do formuty:

n < p.

[n/2] ,
(n+ 1) wyraz ciagu Fibonacciego = Z (n _ z).
i=0 !
Zainteresowanego tym zwiazkiem Czytelnika odsylam na
strone Politechniki Gdanskiej

www.mif.pg.gda.pl/kmd/topp/Seminarium?2.pdf.

Zachecam Czytelnika do odnalezienia dowodow
twierdzen zawartych w tej pracy, ktére bylyby oparte
jedynie na samopodobienstwie tréjkata Pascala.

Konkurs zadan astronomicznych

Na rozwiazania zadan A 131 A 14
czekamy do 1 sierpnia 2009 r.
(decyduje data stempla pocztowego)
pod adresem:

na Ziemi? [1 pkt]
Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika
ul. Bartycka 18
00-716 Warszawa

z dopiskiem na kopercie
»2Konkurs Delty”.

A 13. Kosmonauta na powierzchni Ziemi moze skoczy¢ w miejscu, do gory,
na wysokos$¢ 70 cm. Jak wysoko skoczy ten sam kosmonauta na Ksiezycu,
jezeli wiadomo, ze pole grawitacyjne na Ksiezycu jest 6 razy stabsze niz

A 14. Pokazaé, dlaczego promieniowanie rentgenowskie nie dociera do
powierzchni Ziemi. W tym celu nalezy wyznaczy¢ tak zwana glebokosé optyczna
atmosfery, 7, ktéra okresla czynnik ostabienia przechodzacego promieniowania.
Wielkos¢ ta jest rowna

T=n-H-o,

gdzie n jest Srednia gestoscia liczbowa czastek w atmosferze, H jest gruboscia
atmosfery, a o jest przekrojem czynnym na rozpraszanie fotonu. Przekréj czynny
o dla fotonéw rentgenowskich jest w przyblizeniu réwny 10~2* cm?. Brakujace
wielkosci nalezy wziaé z tablic. [2 pkt]

Rozwigzania zadan z numeru 5/2009

A 9. Jasnoéé wyrazamy wzorem L = 4nR%0T?, stad
stosunek jasnosci brazowego karta do jasnosci Stonca
wynosi L/Le = (R/R)*(T/Ts)*. Po podstawieniu
odpowiednich wielkosci liczbowych otrzymujemy
L/Lg =~ 3,497 - 1075.

A 10. Moc promieniowania wynosi P = E/t, stad
t = E/P. Wykorzystujac warunki zadania,

3

otrzymujemy t = 0,13 - (N/4) - E,./ P, gdzie E, = 27MeV
jest energia wydzielong w pojedynczej reakcji syntezy

4 jader wodoru w jadro helu, N = M,,/mpy (M, to
masa wodoru w gwiezdzie, a my masa jadra wodoru)
jest liczba jader wodoru. Podstawiajac wielkosci
liczbowe, otrzymujemy

t =3,095-10'"s = 9,8 mld lat,

a poréwnujac z wiekiem Slonca dostajemy t/tc = 2,18.



