Po co nam wartosci wlasne?

Rzeczywista macierza m x n nazywamy prostokatna
tablice
ail . A1n
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omrzedach poziomych, zwanych wierszami, oraz n rzedach
pionowych, zwanych kolumnami, w ktérej a;; sa liczbami
rzeczywistymi. W skrécie piszemy: A = [a;;]. Zbidr
wszystkich rzeczywistych macierzy m x n oznaczamy
M., xr. Hoczynem macierzy A = [a;;] € My, xn

i macierzy B = [b;;] € M,,x; nazywamy macierz

C = [cij] € My, «k, ktérej wyrazy dane sa wzorami

Cij = aﬂblj + aigsz 4+ ...+ ainbnj; dla i = ]., ey
j=1,... k. Taka macierz C oznaczamy A - B.

Na przyktad:

{010}'3?331{7104]
1 1 2 01 2 1 9 8 77
Dla macierzy

10 0

0 1

0 |

(jedynki na przekatnej, poza nia zera) zachodzi

M-I =M=1-M dla kazdej macierzy M € M,,«p,.
Macierz I nazywa sie macierza jednostkowa. Dla
kazdych macierzy A, B,C € M,,«,, zachodzi réwnosé
(A-B)-C=A-(B-C). Wspélna warto$¢ obu stron
powyzszej réwnosci oznaczamy A - B - C (i podobnie dla
wiekszej liczby macierzy).

W zastosowaniach algebry liniowej wazna role
odgrywa sytuacja, gdy dang macierz A € M,,
wielokrotnie mnozy si¢ przez nia sama, to znaczy
oblicza sie jej potege A™ = A-A-...- A. Wielokrotne
mnozenie macierzy, jakie sie tu wykonuje, jest czesto
czasochlonne, a w zastosowaniach praktycznych
kosztowne. Czytelnik moze, na przykltad, sprébowac

obliczy¢ A dla A= |y 2

A2, A3, ... Czy mozna to zrobié¢ prosciej? Tak! Stuza
do tego wartosci wlasne.

] , obliczajac kolejno

Zacznijmy od nastepujacej obserwacji. Jesli macierz
B € M, «,, jest postaci

1 0 PN 0
0 ro ... 0
B=. ) .
0 . Th
(taka macierz nazywamy diagonalna), to
7 0 ... 0
0 73 0
B* =
0 e T?L
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i ogdlnie
r* 0 ... 0
o r* ... 0
B = | . )
0 R i

n
dla dowolnej liczby naturalnej m. Na przyktad
[2 o}m _ [2”‘ 0
03 0 3™
diagonalnych jest tatwe. Potegowanie dowolnej macierzy
A € M,,«,, bardzo by sie wiec uproscito, gdyby mozna je
byto sprowadzi¢ do potegowania macierzy diagonalnej.

}. Zatem potegowanie macierzy

Moéwimy, ze liczba r jest wartoscia wlasna macierzy
A € M, «n, jesli istnieja liczby rzeczywiste x1, ..., 2y,
nie wszystkie rowne zeru, spelniajace rownosé

T1 X1

A | =

T, Ty
Ciag (x1,...,2,) nazywamy woéwczas wektorem
wlasnym macierzy A o wartosci wlasnej .

Na przyktad dla A = {:é z} mamy [:é Z] . B} = [2},

12 1 3 . .
[76 6} . [2} = {6}, wiec wektor (2,3) jest wektorem

wlasnym o wartosci wlasnej 2, a wektor (1,2) jest
wektorem wlasnym o wartosci wlasnej 3.

Mozna udowodnié, ze jesli macierz A € M,,«,, ma

n réznych wartosci wtasnych r1,7s,...,r, oraz

V1, V2, ..., U, s& wektorami wlasnymi o tych wartosciach
wlasnych, to macierz C € M, «,,, ktérej kolumnami

sg kolejno vy, v9, ..., v,, ma niezerowy wyznacznik.

Na przyktad dla rozpatrywanej powyzej macierzy
-12] ... .

A= {76 6} i jej wektoréw wilasnych (2,3), (1,2)

21

32

det C'=4 — 3 =1 jest rozny od zera.

otrzymujemy C' = [ } I faktycznie wyznacznik

Zauwazmy, ze jesli vy, va, ..., v, sa wektorami
wlasnymi macierzy A € M, «,, 0 wartoéciach wlasnych
1,72, ..., 1 C = [ci;] € My« jest macierza

o kolumnach v1,vs,...,v,, to z powyzszej definicji
wektora wlasnego dostajemy, ze

C1j TrjC1j
C2j TjC2;5
A-| | =
Cnj TjCnj
dla j =1,...,n. Zestawiajac razem tych n rownosci,
dostajemy A-C = C - B, gdzie
T1 0 NN 0
0 T ... 0
B=. .
0 cee Tp

Skorzystamy teraz z faktu, ze dla kazdej macierzy
C € M,,x, 0 niezerowym wyznaczniku istnieje
taka macierz D € M,,x,,, ze C - D = I (macierz
jednostkowa). Wéwczas zachodzi tez D - C' = 1.
Macierz D nazywamy macierza odwrotng do C'



i oznaczamy C~'. Na przyklad dla macierzy

— |21 1 [ 21 .
C= {32} mamy C~" = [_3 2],bo faktycznie

21 2-1] _[10] _ . :
[3 2} . [_3 2} = [0 J = I. Mnozac obie strony

réwnoéci A-C = C - B z prawej przez C~!

i uwzgledniajac, ze A-C-C~! = A. I = A, dostajemy
A=C-B-C~'. Wéwczas dla kazdego naturalnego m
mamy

AM=A-A-...- A=
=Cc.-B-ct.c.p.c'.....c.-B-Cc7!'=
=C-B-I-B-I-...-1-B-C™'=
=C-B-B-...-B-C'=C-B™-C™".

Na przyktad dla A = [:étﬂ mamy C = [?,;] oraz
B=[29] stad a4 =C. B ! =

=53] (% ste] [ 5 2] =[S s ][5 2] =
7[ 2102_3101  _ 91014 9 3100 ]

3.2101_9.3101 _ 391004 4 3100

Konkluzja. Aby obliczy¢é A™ dla danej macierzy

A € M, «,,, wystarczy znalez¢ macierz diagonalng

B € M,,«,, oraz macierz C' € M,,«,, takie, ze
A=C-B-C~' Wéwczas obliczenie A™ =C - B™.C~!
jest proste, bo potegowanie macierzy diagonalnej B jest
proste. W przypadku, gdy macierz A € M,,«,, ma

n réznych wartosci wlasnych r1,7s,...,7,, za macierz C
mozna wzia¢ macierz, ktorej kolumnami sa kolejno
wektory wlasne o wartosciach wlasnych ry,79,... 7.

A co jesli A € M,,«,, nie ma n réznych wartosci
wlasnych? O tym w nastepnym artykule o potegowaniu
macierzy i twierdzeniu Jordana.

Zauwazmy na koniec, ze mnozenie macierzy
motywowane jest nastepujaca podstawowa interpretacja
geometryczng. Oznaczmy przez R™ zbior wszystkich
n-wyrazowych ciagéw (x1,...,x,) liczb rzeczywistych.
Przestrzenie R? i R3 to dobrze znane ze szkoly
plaszczyzna i przestrzen 3-wymiarowa. Funkcje

[+ R™ — R™ nazywamy przeksztalceniem liniowym,
jesli mozna ja zapisaé¢ wzorem f(x1,...,x,) =

= ((1111'1 + ...+ ATy, 211 + ...+ Ao2nLyy - .-

e @11+ .o F G y,) dla pewnej macierzy

A = [a;j] € My, %y Na przyklad funkcja f: R? — R?
zadana wzorem f(x1,x2) = (—x1 + 2x9, —6x1 + 6x2)
jest przeksztalceniem liniowym o macierzy

A= {—12

-6 6
ztozenie g o f : R¥ — R™ przeksztalcenia liniowego
f:RF = R"™ o0 macierzy B € M,, . z przeksztalceniem
liniowym g : R™ — R™ o macierzy A € M,,,xn

jest przeksztalceniem liniowym o macierzy A - B.
Przeksztalcenia liniowe odgrywaja kluczowa role w wielu
zastosowaniach matematyki.

} € M. Czytelnik tatwo sprawdzi, ze

Macierze oczami informatyka

Jakub RADOSZEWSKI

Jak informatyk poteguje macierze?

Poza wyjatkowymi sytuacjami, w ktorych potrzebna jest zwarta postaé¢ wzoru
na n-ta potege macierzy A (wymiaru d), do obliczenia A™ informatycy stosuja
zazwyczaj o wiele mniej skomplikowana metode niz wyznaczanie wartosci
wlasnych — szybkie potegowanie binarne. Jest to algorytm rekurencyjny,
wynikajacy wprost z ponizszych wzoréw:

A2k _ (Ak)2,

A2k+1 _ (Alc)2 LA

Innymi stowy, aby wyznaczyé¢ A%¥ (A%2++1) dla k € Z, obliczamy
rekurencyjnie A¥, po czym wartogé A%% (A%F+1) otrzymujemy juz za pomoca
jednego mnozenia badz dwéch. Ztozonos$é czasowa tej metody, zaktadajac
najprostszy mozliwy algorytm mnozenia macierzy, to O(d®logn).

A o tym, po co informatycy poteguja macierze, opowiem pokrétce w kolejnych

paragrafach.

Ciagi zdefiniowane rekurencyjnie

Zalézmy, ze dany jest ciag (a;)52,, zdefiniowany za pomoca nastepujacej liniowej
zaleznosci rekurencyjnej:

a1=1,

a2:1,

a3 =2, ap=2ap_1+3aq,_ 2+ an_3+4.

Wyznaczenie n-tego wyrazu tego ciagu (powiedzmy, modulo pewna

nieduza liczba M) w zlozonoéci czasowej O(n) to dla kogo$ obeznanego

z programowaniem dynamicznym bulka z mastem. Ale jak obliczy¢ bilionowy
czy trylionowy wyraz tego ciagu? Przyjrzyjmy si¢ wektorowi, ktory zawiera
pewne trzy kolejne wyrazy ciagu a,; oraz stala 4 (te z zaleznosci rekurencyjnej):
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