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Niezmienniki na szachownicach
Joanna JASZUNSKA

W wielu zadaniach, olimpijskich i nie tylko, wystepuja szachownice. Czesto
co$ sie na nich dzieje i nalezy wykazaé, ze jest (lub nie jest) mozliwy okreslony
rezultat. Przydatna wéwczas bywa metoda niezmiennikow, polegajaca

na znalezieniu pewnego parametru, ktéry sie nie zmienia (lub zmienia sie

w sposéb kontrolowany i wtedy nazywamy go pdlniezmiennikiem).

Nastepujace zadanie z LIII Olimpiady Matematycznej
uchodzito za jedno z trudniejszych.

1. Dana jest szachownica 2000 x 2000. Na kazdym
polu lezy kamien. Wykonujemy nastepujace ruchy:
jezeli na pierwszym i trzecim z trzech kolejnych
pol lezacych w jednym wierszu lub kolumnie lezy
kamien, to mozemy oba te kamienie przetozyé

na drugie z tych p6l (niezaleznie od tego, czy

jakis kamien lezy na srodkowym polu i czy ruch
oprézni jakiekolwiek pole). Rozstrzygnij, czy
mozna, wykonujac takie ruchy, przetozyé wszystkie
kamienie na jedno pole.

R.. Opisane ruchy nie zmieniaja polozenia srodka ci¢zkosci
przemieszczanych dwoch kamieni, wiec takze catego

uktadu. Poczatkowo $rodek ciezkosci znajduje sie na srodku
szachownicy, we wspolnym wierzchotku czterech pol. Zatem
wszystkie kamienie nie moga nigdy znalez¢ sie na jednym
polu, bo wtedy s$rodek ciezkosci bylby w srodku tego pola. [J

W przyktadzie 2. niezmiennikiem jest pewna zmiana.

2. Na naroznym polu szachownicy 8 x 8 stoi wieza.
Wykaz, ze nie moze ona przejs¢ do przeciwleglego

rogu, odwiedzajac kazde pole dokladnie raz (wieza
odwiedza kazde pole, ktére mija na swej drodze).

R. W pojedynczym ruchu o k pél wieza odwiedza je
wszystkie, k razy zmieniajac pole na sasiednie, innego
koloru. Odwiedzajac kazde pole doktadnie raz, wykonuje 63
takie zmiany. Tymczasem przeciwlegle rogi sa tego samego
koloru, wiec aby przejé¢ od jednego do drugiego, musiataby
wykonaé parzysta liczbe zmian. [J

W zadaniu 3. szachownice warto samemu wprowadzic.

3. Trzeba przesunaé ciezki fotel o kwadratowe;
podstawie. Mozna go obraca¢ wokot dowolnego rogu
0 90°. Czy da sie ustawi¢ go obok poprzedniego
miejsca, tak by zwrécony byl w te sama strone?

R. Nie. Niech podloga bedzie szachownica i fotel

poczatkowo stoi na czarnym polu, zwrécony w kierunku V.
Po pojedynczym obrocie zajmuje biate pole, ustawiony
prostopadle do N. Po kolejnym trafia na czarne pole,
zwrocony rownolegle do N itd. Pola obok poczatkowego sa
biate, wiec stoi na nich zawsze prostopadle do N.

Kolejne zadania to przyktady poéiniezmiennikow.

4. Na szachownicy n x n szerzy si¢ epidemia.
Poczatkowo choruje k pél. Jezeli co najmniej dwéch
z czterech sasiadéw zdrowego pola jest chorych, to
ono réwniez si¢ zaraza. Znajdz takie najmniejsze k,
ze zarazonha moze zostaé cala szachownica.
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R. Nietrudno sprawdzi¢, ze n chorych pdl na przekatnej
zarazi cala szachownice. Stad k£ < n. Pdlniezmiennikiem jest
obwdd chorego obszaru — nie zwigksza si¢ on (sprawdzenie
kilku mozliwosci zarazania pojedynczego pola pozostawiam
Czytelnikowi). Zatem aby konicowy obwdd byt réwny 4n,
poczatkowy musi by¢ co najmniej taki. Kazde zarazone

pole zwieksza obwdd chorego obszaru o co najwyzej 4, czyli
pierwotnie musi by¢ zarazonych co najmniej n pol. Stad

k >mn,corazem z k < n daje k=n. O

5. W tablice o wymiarach n x n wpisano n? liczb
rzeczywistych. W jednym ruchu mozemy zmienié¢
znaki wszystkich liczb stojacych w pewnej kolumnie
lub wierszu.

(a) Udowodnij, ze wykonujac tylko takie ruchy, mozna
spowodowaé, aby sumy liczb stojacych w kazdym
wierszu i w kazdej kolumnie byly nieujemne.

(b) Czy zawsze da sie, po pewnej liczbie krokow,
otrzymadc tablice zawierajaca same liczby nieujemne?
Wskazowki. (a) Zmien znaki liczb w wierszu lub kolumnie
o ujemnej sumie. Jak zmieni sie suma wszystkich liczb

w tablicy? Czy moze rosna¢ nieograniczenie?

(b) Rozwaz tablice [j i]

Ponizsze zadanie z LVIII Olimpiady Matematycznej
nie sprawi teraz, mam nadziej¢, wickszych problemoéw.

6. Z n? plytek w ksztalcie trojkata réwnobocznego
o boku 1 utozono tréjkat réwnoboczny o boku n.
Kazda plytka jest z jednej strony biala, a z drugiej
czarna. Ruch polega na wykonaniu nastepujacych
czynnosci: wybieramy plytke P majaca wspdlne
boki z co najmniej dwiema ptytkami, ktorych
widoczne strony maja kolor inny niz widoczna
strona ptytki P. Nastepnie odwracamy plytke P
na druga strone. Dla kazdego n > 2 rozstrzygnij,
czy istnieje poczatkowe ulozenie plytek,
pozwalajace wykonaé nieskonczony ciag ruchow.

Rozwigzanie znalez¢é mozna na stronie www.om.edu.pl.
Na koniec trudne zadanie dla ambitnych.

7*. Pola nieskonczonej szachownicy ponumerowano
parami liczb catkowitych, tak jak w uktadzie
wspolrzednych. Na kazdym polu o pierwszej
wspolrzednej ujemnej stoi pionek. Wykonujemy
nastepujace ruchy: jesli na pierwszymidrugim z trzech
kolejnych pél lezacych w jednym wierszu lub kolumnie
stoi pionek, a trzecie jest puste, to mozemy usunaé
oba te pionki i postawi¢ pionek na trzecim polu.
Wykaz, ze zaden pionek nigdy nie dotrze na zadne
z pol o pierwszej wspolrzednej réwnej 4.



