i oznaczamy C~'. Na przyklad dla macierzy

— |21 1 [ 21 .
C= {32} mamy C~" = [_3 2],bo faktycznie

21 2-1] _[10] _ . :
[3 2} . [_3 2} = [0 J = I. Mnozac obie strony

réwnoéci A-C = C - B z prawej przez C~!

i uwzgledniajac, ze A-C-C~! = A. I = A, dostajemy
A=C-B-C~'. Wéwczas dla kazdego naturalnego m
mamy

AM=A-A-...- A=
=Cc.-B-ct.c.p.c'.....c.-B-Cc7!'=
=C-B-I-B-I-...-1-B-C™'=
=C-B-B-...-B-C'=C-B™-C™".

Na przyktad dla A = [:étﬂ mamy C = [?,;] oraz
B=[29] stad a4 =C. B ! =

=53] (% ste] [ 5 2] =[S s ][5 2] =
7[ 2102_3101  _ 91014 9 3100 ]

3.2101_9.3101 _ 391004 4 3100

Konkluzja. Aby obliczy¢é A™ dla danej macierzy

A € M, «,,, wystarczy znalez¢ macierz diagonalng

B € M,,«,, oraz macierz C' € M,,«,, takie, ze
A=C-B-C~' Wéwczas obliczenie A™ =C - B™.C~!
jest proste, bo potegowanie macierzy diagonalnej B jest
proste. W przypadku, gdy macierz A € M,,«,, ma

n réznych wartosci wlasnych r1,7s,...,7,, za macierz C
mozna wzia¢ macierz, ktorej kolumnami sa kolejno
wektory wlasne o wartosciach wlasnych ry,79,... 7.

A co jesli A € M,,«,, nie ma n réznych wartosci
wlasnych? O tym w nastepnym artykule o potegowaniu
macierzy i twierdzeniu Jordana.

Zauwazmy na koniec, ze mnozenie macierzy
motywowane jest nastepujaca podstawowa interpretacja
geometryczng. Oznaczmy przez R™ zbior wszystkich
n-wyrazowych ciagéw (x1,...,x,) liczb rzeczywistych.
Przestrzenie R? i R3 to dobrze znane ze szkoly
plaszczyzna i przestrzen 3-wymiarowa. Funkcje

[+ R™ — R™ nazywamy przeksztalceniem liniowym,
jesli mozna ja zapisaé¢ wzorem f(x1,...,x,) =

= ((1111'1 + ...+ ATy, 211 + ...+ Ao2nLyy - .-

e @11+ .o F G y,) dla pewnej macierzy

A = [a;j] € My, %y Na przyklad funkcja f: R? — R?
zadana wzorem f(x1,x2) = (—x1 + 2x9, —6x1 + 6x2)
jest przeksztalceniem liniowym o macierzy

A= {—12

-6 6
ztozenie g o f : R¥ — R™ przeksztalcenia liniowego
f:RF = R"™ o0 macierzy B € M,, . z przeksztalceniem
liniowym g : R™ — R™ o macierzy A € M,,,xn

jest przeksztalceniem liniowym o macierzy A - B.
Przeksztalcenia liniowe odgrywaja kluczowa role w wielu
zastosowaniach matematyki.

} € M. Czytelnik tatwo sprawdzi, ze

Macierze oczami informatyka

Jakub RADOSZEWSKI

Jak informatyk poteguje macierze?

Poza wyjatkowymi sytuacjami, w ktorych potrzebna jest zwarta postaé¢ wzoru
na n-ta potege macierzy A (wymiaru d), do obliczenia A™ informatycy stosuja
zazwyczaj o wiele mniej skomplikowana metode niz wyznaczanie wartosci
wlasnych — szybkie potegowanie binarne. Jest to algorytm rekurencyjny,
wynikajacy wprost z ponizszych wzoréw:

A2k _ (Ak)2,

A2k+1 _ (Alc)2 LA

Innymi stowy, aby wyznaczyé¢ A%¥ (A%2++1) dla k € Z, obliczamy
rekurencyjnie A¥, po czym wartogé A%% (A%F+1) otrzymujemy juz za pomoca
jednego mnozenia badz dwéch. Ztozonos$é czasowa tej metody, zaktadajac
najprostszy mozliwy algorytm mnozenia macierzy, to O(d®logn).

A o tym, po co informatycy poteguja macierze, opowiem pokrétce w kolejnych

paragrafach.

Ciagi zdefiniowane rekurencyjnie

Zalézmy, ze dany jest ciag (a;)52,, zdefiniowany za pomoca nastepujacej liniowej
zaleznosci rekurencyjnej:

a1=1,

a2:1,

a3 =2, ap=2ap_1+3aq,_ 2+ an_3+4.

Wyznaczenie n-tego wyrazu tego ciagu (powiedzmy, modulo pewna

nieduza liczba M) w zlozonoéci czasowej O(n) to dla kogo$ obeznanego

z programowaniem dynamicznym bulka z mastem. Ale jak obliczy¢ bilionowy
czy trylionowy wyraz tego ciagu? Przyjrzyjmy si¢ wektorowi, ktory zawiera
pewne trzy kolejne wyrazy ciagu a,; oraz stala 4 (te z zaleznosci rekurencyjnej):
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Gnp
Un—1
Up—2

4

Unp =



O G L O s Z E N I E

Wakacyjne Warsztaty
Wielodyscyplinarne

... to coroczna impreza organizowana
przez studentéw UW pod patronatem
Kota Naukowego Informatykéw UW

i Studenckiego Kota Fizyki UW,
przeznaczona dla licealistow
zainteresowanych matematyka,
informatyka, fizyka lub astronomia.

Kazdy uczestnik Warsztatéw bedzie
moglt wybraé kilka sposréd kilkunastu
propozycji kilkudniowych blokéw
zajec. Zajecia bedg odbywac sie
w matlych grupach i beda mieé¢ charakter
warsztatowy. Obok wykltadéw bardzo
istotna bedzie czesé praktyczna — na
zajeciach z programowania funkcyjnego
uczestnicy beda wspélnie implementowac
spory projekt, na zajeciach z astronomii
prowadzié¢ obserwacje astronomiczne
dobrym teleskopem. .. Wieczorami
bedzie mozna uczestniczy¢ w ,luznych”
wykladach i prezentacjach, niezwigzanych
z zadnym blokiem zajeé, i poruszajacych
rézne ciekawe tematy z nauk Scistych
— lub samemu wyglosié¢ taki wyktad!
A pozanaukowo — integracja, gry
i zabawy; dla chetnych przeprowadzimy
przyspieszony kurs brydza i go, bardziej
zaawansowani gracze beda mogli
sprobowaé swoich sil w turnieju, a kazdy
bedzie mégt zagra¢ w mafie, ktulu, seta,
rpg, planszéwki, czy zasia$é z gitara
przy ognisku.

W tym roku planowane sg zajecia m.in. z:
— rachunku kombinatoréw,
— algorytmoéw aproksymacyjnych,
— mechaniki kwantowej,

geometrycznej teorii grup,
— programowania funkcyjnego,
— graféw losowych. ..
Domyélny poziom zajeé
licealisty.

dla ambitnego

Tegoroczna (juz piata) edycja WWW
odbedzie sie¢ w dniach 23-30 sierpnia 2009
w Wandzinie koto Lublina. Laczna

cena noclegéw, pelnego wyzywienia,
ubezpieczenia i dojazdu z Lublina

nie przekroczy 200 zl.

Wiegcej informacji na stronie:
http://warsztatywww.wikidot.com

Zapraszamy!

Co jeszcze?

Niniejszy artykut nie wyczerpuje oczywiscie wszystkich
sytuacji, w ktérych w informatyce poteguje sie macierze.

Sprobujemy dla v, znalez¢ taka macierz A, zeby A - v, dalo analogiczny wektor,
ale zawierajacy wyrazy ciagu o jeden indeks dalsze:
ni1
an
Ap—1

4

Un4+1 =

W tym celu zauwazmy, ze

20, + 301 + ap—2 +47
Qp
Un+1 = Up_1
4 i
Przy takim zapisie v,,+1 wypisanie macierzy A jest juz bardzo proste:
2a, + 30,1+ ap_o+4 2 3 1 17 an
an |1 0 0 0 Gp—1
Gp—1 101 00 Gp—2
4 0 0 0 1. 4
Aby obliczyé a,, mozemy wiec zaczaé od
2
V3 = !
1 )
4
a nastepnie wyznaczy¢ v,, za pomocg réwnosci:
U = Avpy_q = AAvy_o = ... = A" 304

(wszystkie operacje po drodze wykonujemy modulo M). Wéwcezas wynik
odczytujemy z pierwszego elementu v,. Dzigki zastosowaniu szybkiego
potegowania macierzy zlozono$é czasowa tej metody to O(logn) — jest wiec
zdecydowanie bardziej satysfakcjonujaca od poprzednie;j.

Sciezki w grafie
Szybkie potegowanie macierzy pomaga takze rozwiazaé¢ problem wyznaczania

liczby $ciezek dlugosci n w danym grafie G = (V, E) — zakladamy, ze $ciezki
moga przechodzié¢ przez te same wierzcholki czy krawedzie wielokrotnie.

Bedziemy mianowicie chcieli obliczy¢ taka macierz A(n), ze A(n);; jest
rowne liczbie Sciezek dlugosci n, startujacych z wierzchotka i i konczacych
sie w j. Zauwazmy, ze A(1) jest po prostu macierza sasiedztwa grafu G. Przy
wyznaczaniu A(n) dla n > 1 sprébujemy skorzysta¢ z A(n — 1). Poniewaz kazda
Sciezka z ¢ do 7 o dlugosci n sktada sie ze Sciezki z ¢ do jakiegos wierzchotka k
przedtuzonej o jedna krawedz k — j, to

V]

A(n)ij =Y A(n— )i - A(L)g;.
k=1

A to oznacza dokladnie tyle, ze A(n) = A(n —1) - A(1), czyli A(n) = A(1)".
Korzystajac z metody szybkiego potegowania, otrzymujemy algorytm

o zlozonosci czasowej O(|V |3 logn) wyznaczania macierzy A(n), a przez
zsumowanie wszystkich jej elementéw — liczby wszystkich $ciezek dtugosci n.

Ze Sciezkami dlugosci n poszlo catkiem gladko, to moze da sie efektywnie
wyznaczy¢ liczbe Sciezek o dtugosci nie wigkszej niz n? To pytanie pozostawiam
juz Czytelnikowi. PodpowiedZ — nalezy obliczy¢ sume:

A1)+ AQ)?* + ...+ A",
co mozna zrealizowac¢ rekurencyjnie, ale na dwa rézne sposoby — jeden lepszy
(ztozonoéé czasowa O(|V[?logn)), a drugi gorszy (o czynnik logn).

by¢ bardzo duze) za pomoca klockéw z Tetrisa (modulo pewna
nieduza liczba M) — np. dla n = 3 istnieja 23 takie pokrycia.

Metody tej uzywa sie, na przyktad, przy przyspieszaniu

rozwiazan opartych na programowaniu dynamicznym — jak
w IKO w Delcie 2/2009. Inny, nieco podobny problem tego
typu, to zliczanie réznych pokryé prostokata 4 x n (n moze
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To (ciekawe i nietatwe wedlug mnie) zadanie pozostawiam
Czytelnikowi, zachecajac do implementacji wymyslonego

algorytmu. W razie klopotéw rozwigzanie w postaci programu

mozna znalezé na stronie internetowej Delty.



