Klub 44

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
468 (WT =1,04) i 469 (WT = 2,54)
z numeru 12/2008

Jerzy Witkowski Radlin 46,28
Tomasz Wietecha Tarnéw 35,95
Andrzej Idzik Bolestawiec 31,41
Krzysztof Magiera FLosiéw 29,23
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 27,04
Radostaw Poleski Kotobrzeg 23,27

Druga runde¢ zamknal p. Jerzy Witkowski.
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Rozwiagzania zadan z fizyki z numeru 3/2009
Redaguje Jerzy B. BROJAN

Przypominamy tresé¢ zadan:

474. Za pomocy soczewki skupiajacej wytworzono obraz pozorny trzykrotnie powiekszony.

Nie zmieniajac polozenia przedmiotu, przesuwano ekran po drugiej stronie soczewki i zaobserwowano
bardzo staby obraz rzeczywisty dwukrotnie zmniejszony. Jak powstal ten obraz? Ile wynosi
wspdélezynnik zalamania szkla soczewki? Grubosé soczewki jest mala w poréwnaniu z odlegloscia
przedmiotu i obrazéw.

475. Ptaska warstwa o grubosci d i stalej dielektrycznej réwnej 1 zawiera jednorodnie rozmieszczony
tadunek dodatni o gestosci objetosciowej o i styka sie¢ z druga warstwa o identycznych

parametrach, ale zawierajaca ladunek ujemny. Obliczy¢ réznice potencjaléw miedzy zewnetrznymi
powierzchniami warstw.

474. Zaobserwowany staby obraz mogl powsta¢ wskutek dwukrotnego odbicia
Swiatla od powierzchni soczewki (od wewnatrz). Dla tych promieni soczewka
charakteryzuje sie zdolnoscia skupiajaca Z bedaca suma zwyktlej zdolnosci
skupiajacej

zdolnosci skupiajacej pierwszego zwierciadla Z; = 2/R; oraz zdolnosci
skupiajacej drugiego zwierciadla Z; = 2/Ry:

1 1
Z:ZQ+Z1+Z2=(7”L+1)<— —)

Ry Ry
Dla obrazu pozornego réwnanie soczewkowe przybiera postaé
1 -
T 3y L0

gdzie x jest odlegloscia przedmiotu od soczewki, natomiast dla obrazu
rzeczywistego (slabego) mamy

1 2

-+ -—-=2Z

x  x
Zatem stosunek Zy/Z ma warto$¢ 2/9; z drugiej strony jest on réwny, jak
wykazaliSmy wyzej, ilorazowi (n — 1)/(n + 1). Stad obliczamy

n=11/7=1,571.

475. 7 prawa Gaussa nietrudno wyprowadzi¢, ze natezenie pola elektrycznego
pojedynczej warstwy jest réwne zeru w jej srodku, na zewnatrz niej jest takie,
jak dla warstwy nieskonczenie cienkiej:

o od
- 260 - 260’
a wewnatrz zmienia sie liniowo. Catkowite natezenie pola F jest suma odpowiednich
wyrazen dla obu warstw, z uwzglednieniem zwrotu pél. Zaleznos¢ E od
wspolrzednej « wzdluz osi prostopadtej do warstw charakteryzuje si¢ przebiegiem
stréjkatnym” (rysunek), przy czym maksymalna warto$é E jest réwna g—f. Szukanag
roznice potencjaléw znajdujemy jako pole pod wykresem, czyli
2
N
€0
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
569 (WT = 2,43) i 570 (WT = 1,43)
z numeru 11,/2008

Andrzej Idzik Bolestawiec 43,15
Michatl Kieza Warszawa 42,86
Marcin Kasperski Warszawa 42,50
Zbigniew Galias Krakéw 39,34
Tomasz Warszawski Krakéw 38,50

Pawel Najman Jaworzno 35,68
Krzysztof Dorobisz Krakéw 34,92
Tukasz Garncarek  Opole 33,48

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2009
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tres¢ zadan:

577. Dwusieczna kata ABC tréjkata ABC przecina bok AC' w punkcie E oraz okrag opisany na
tréjkacie ABC w punkcie D. Punkty M i N sa odpowiednio $rodkami odcinkéw AFE i C'D. Dowies¢,
ze punkty M, B, C, N leza na jednym okregu.

578. Wykazaé zbiezno$¢ i obliczy¢ granice ciggu (a,) o wyrazach

(2% \/1+2\/1+3\/1+...+(n1)\/1+n.

577. Punkt D jest érodkiem huku C'A okregu opisanego na trojkacie ABC)
zatem |AD| = |CD|.

Niech S bedzie $rodkiem odcinka DE. Punkt M potowi odcinek AE, wigc
prosta SM jest réwnolegta do AD oraz

1 1
[SM| = §|AD| = §|CD\ = |CN]|.
Skoro N jest srodkiem odcinka C'D, prosta SN jest réwnolegta do AC.

Stad wynika, ze czworokat MCN S jest trapezem rownoramiennym — ma wiec
okrag opisany. Wystarczy teraz wykazac, ze punkt B lezy na tym okregu. To zas
wynika z réwnosci katow

|<CBS| =|«xCBD| = |XxCAD| = |xCMS|.
578. Ciag (a,) jest rosnacy. Pokazemy, ze jest on ograniczony z géry liczba 3.

Ustalmy n > 2. Spéjrzmy na wzér definiujacy liczbe a,,. Usuwajac z tego napisu

kolejne symbole, tworzymy ciag skonczony (by,...,b,) o wyrazach
b -1
(1) b1 = an, bk:T dlak=2,...,n.

Widaé z okreélenia a,,, ze by > 1dlak=1,...,n— 1 oraz b, = 1. Gdyby
zachodzila nieréwno$é a,, > 3, czyli by > 3, to ze wzoru (1) otrzymaliby$my
przez latwa indukcje by > k+2 dla k =1,...,n, wbrew temu, ze b, = 1.

Zatem istotnie a,, < 3 dla wszystkich n. Ciag rosnacy (a,) jest wiec zbiezny do
granicy A < 3. Wykazemy, ze \ = 3.

Okreslamy ciag nieskonczony (¢,,) wzorem analogicznym do (1):

C%L—l -1
(2) ci=2X c¢,=———— dlan=223/4,....
n
Ponownie ustalmy n > 2 i zdefiniujmy ciag (by,...,b,) wzorem (1).
Skoro by = a, < A=c1,to by <cp dlak=1,...,n. W szczegdlnosci

¢n > b, = 1. Wobec dowolnodci n znaczy to, ze wszystkie wyrazy ciagu (¢, ) sa

liczbami wigkszymi od 1.

Przypudémy, ze A < 3, czyli ¢y < 3. Znéw latwa indukcja pokazuje, ze
cp<n+2 dlan=1,2,3,....

Mozemy wiec napisaé ¢, = (n + 2)x,, gdzie 0 < z,, < 1. Podstawiamy to do

wzoru (2) i przeksztalcamy prawa strone:

(n+1)%z3_, 1

(n+2)x, = =

3

2

1—2;_ 4

= (n+2)z;_; - < (n+2)z)_;.

n

Stad x,, < x2_,. Wobec tego x5 < 2%, 3 < 27 i ogdlnie z,, < :1:%"71 < zf. Tak
wiec ¢, < (n+ 2)at. To jest jednak niemozliwe, gdy 0 < 21 < 1, a wszystkie
¢n > 1. Sprzecznos¢ wynikta z przypuszczenia, ze A < 3.

Odpowiedz: lima,, = 3.
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