Informatyczny kacik olimpijski (21): Naszyjniki

W tej edycji kacika — zadanie Naszyjniki z Olimpiady Europy Srodkowej, CEOI 2007,
Brno. Mamy napisa¢ program symulujacy zbior ciagéw liczbowych numerowanych
kolejnymi liczbami naturalnymi, ktory bedzie mégt wykonywaé dwie operacje:

e utworzenie nowego ciagu (i nadanie mu pierwszego wolnego numeru) z ciagu
i-tego poprzez dodanie elementu x na lewy lub prawy koniec (operacja
dodaj(i,z, k), gdzie k € {l,p}) albo usuniecie elementu z lewego lub prawego

kotica (operacja usun(i, k));
e sprawdzenie, jaki element znajduje si¢ na lewym lub prawym koncu i-tego ciagu.

Poczatkowo w zbiorze znajduje si¢ jeden element, ciag pusty o numerze 1.

Zadanie mozna rozwiaza¢, po prostu wykonujac

n opisanych czynnosci, w ztozonosci czasowej

i pamieciowej O(n?), pamietajac bezpoérednio wszystkie
ciagi (O(n) ciagéw, kazdy dlugosci mniejszej niz n).
Nie jest to jednak rozwiazanie optymalne. Lepszy
okazuje sie pomyst, aby z dodawanych elementéw
tworzy¢ graf, a dla kazdego ciagu pamieta¢ jedynie,
gdzie w tym grafie znajduja sie jego lewy i prawy
koniec. Gdy dodajemy element na prawym koncu
i-tego ciagu, po prostu tworzymy nowy wierzchotek
reprezentujacy ten nowy element i taczymy go
krawedzia z prawym koncem ciagu i. Lewy koniec
powstalego ciagu bedzie sie wowczas znajdowalt
tam, gdzie lewy koniec i; prawy za$ koniec w nowo
utworzonym wierzchotku. Latwo zobaczyé, ze
konstruowany graf bedzie zawsze drzewem.

Sprawdzenie, co znajduje sie na ktoryms koncu i-tego
ciagu, takze nie nastrecza probleméw. Klopotliwe jest
natomiast tworzenie nowego ciagu przez usuniecie
elementu z konca i-tego ciagu. W tym celu musimy
zlokalizowaé i-ty ciag w naszym grafie. Znane jest nam
polozenie jego koncow. Poniewaz sasiednie elementy
ciagu sa potaczone krawedzia, wiec caly ciag jest w pelni
reprezentowany przez jedyna (bo graf jest drzewem) Sciezke
z wierzchotka reprezentujacego lewy koniec do wierzchotka
reprezentujacego prawy. Przy usuwaniu, powiedzmy,
lewego konca ciagu, potrzebna jest nam informacja o tym,
jaki jest nastepny po nim element na tej Sciezce — bedzie
on lewym koncem nowo tworzonego ciagu.

Niecierpliwy rozwiazujacy (tak jak i wielu zawodnikéw
na Olimpiadzie) powie od razu, ze bez trudu mozna
wskazaé sasiada lewego konica ciagu na tej Sciezce i ze
jest nim po prostu wierzchotek, do ktoérego lewy koniec
zostal podczepiony krawedzia przy tworzeniu. Okazuje
sie jednak, ze nie musi by¢ to prawda! Zachecam
Czytelnika do samodzielnej konstrukeji kontrprzyktadu;
w razie niepowodzenia mozna go znalez¢ na stronie 11.

Musimy zatem znalezé jakie$ inne wyjscie z tej sytuacji.
Na poczatku ukorzenmy nasze drzewo gdziekolwiek,

np. w pierwszym dodanym wierzchotku. Kluczowe jest
spostrzezenie, ze Sciezka taczaca wybrane wierzchotki
przechodzi przez ich najnizszego wspolnego przodka

w tym drzewie. Problem wyznaczenia tego wierzchotka,
zwany LCA, pojawil sie w Delcie 9/2007 (i posrednio
w 11/2007), my jednak potrzebowaé bedziemy innego
algorytmu niz tam opisany.
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Na poczatku dla kazdego wierzchotka v zapamictujemy
jego glebokoéé w drzewie oraz jego 2i-tych przodkéw dla
kolejnych wartoéci 4 (tzn. wierzcholki w odleglosciach 2¢
na drodze z v do korzenia). Zeby teraz znalezé

LCA wierzchotkéw v i w, nalezy poruszaé sie

po drzewie dwoma wskaZnikami, zaczynajac od

v 1 w. Najpierw sprowadzamy wskazniki na te

sama gleboko$¢ w drzewie, przesuwajac glebszy

w gore o odpowiednie potegi dwdjki. Jesli po tym
wskazuja na to samo, to znalezliSmy najnizszego
wspolnego przodka. Jesli nie, poruszamy sie
jednoczesnie oboma o potegi dwojki tak, zeby
zachowaé wlasnosé, ze sa na tej samej glebokosci

i wskazuja na rozne wierzcholki. Robiac to tak dlugo,
jak dlugo jest to mozliwe, otrzymamy w koncu
wskazniki w dwoch réznych synach tego samego
wierzchotka, a 6w wierzcholek bedzie szukanym LCA.
Poprzez dobér odpowiednich (tzn. coraz mniejszych)
poteg dwdjki do naszych ruchéw zapewniamy,

ze ztozonosé pojedynczego zapytania o LCA

wynosi O(logn).

Jedli teraz chcemy sie dowiedzie¢, ktory sasiad
wierzchotka reprezentujacego lewy koniec jest kolejny na
naszej sciezce, sprawdzmy najpierw, gdzie jest najnizszy
wspoélny przodek wierzchotkéw reprezentujacych

lewy i prawy koniec ciagu. Jesli teraz LCA jest rézny
od lewego konca, to musimy z owego konca pojsé

ku gorze, a wiec do jego ojca. Jesli natomiast LCA

jest wlasnie lewym konicem, nasza $ciezka wiedzie

w dél ku jednemu z dzieci. Zeby dowiedzieé sie ku
ktoremu, nalezy wyszukaé przodka prawego konca

na glebokosci o jeden wigkszej niz glebokosé lewego
konca (binarnie, podobnie jak wczesniej). W ten
sposob, jesli przy wstawianiu nowych wierzchotkéw
liczymy (na podstawie wezesniejszych wartosci)

i zapamietujemy ich 2°-tych przodkéw, to otrzymujemy
rozwiazanie, w ktérym utworzenie nowego ciagu
(obojetnie czy przez usuniecie czy dodanie elementu)
zajmuje czas O(logn), a sprawdzenie wartosci na

koncu — czas O(1). Sumaryczna zlozonosé tego
rozwigzania, zaréwno czasowa, jak i pamieciowa, wynosi
O(nlogn). Zachecam do zastanowienia sig, czy mozna
ten problem rozwiazaé jeszcze szybciej, szczegdlnie

ze problem znajdowania LCA jest rozwigzywalny
liniowo (algorytm opisany we wspomnianych wezesniej
numerach Delty).
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