Algorytmy aproksymacyjne Marek CYGAN™
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Problemy, ktérymi zajmuja sie informatycy, mozemy podzieli¢ na kategorie

w zaleznosci od ztozonosci obliczeniowej. Niektore zagadnienia umiemy
rozwigzaé w czasie liniowym, co oznacza, ze aby znalezé rozwigzanie, wystarczy
wykonaé liczbe operacji proporcjonalng do wielkosci danych wejsciowych.
Szersza grupe stanowia problemy, dla ktérych znane sg algorytmy wielomianowe
(klase takich probleméw oznaczamy przez P). Istnieje jednakze wiele (czesto
zasadniczych) probleméw, dla ktérych nie sa znane algorytmy wielomianowe
(bardzo istotna klase takich probleméw stanowia tzw. problemy NP-zupelne).
Co wiecej, panuje powszechne przekonanie, ze algorytmy wielomianowe dla tych
probleméw w ogdle nie istnieja! Zadania, ktore bedziemy chcieli rozwiaza¢ w tym
artykule, naleza wtasnie do kategorii tych trudnych probleméw.

Zacznijmy od nastepujacego zagadnienia. W grafie nieskierowanym G = (V, E)
pokryciem wierzchotkowym nazwiemy taki zbiér wierzchotkéw Vy C V| ze
kazda krawedz grafu G jest pokryta przez co najmniej jeden wierzchotek z Vj,
tzn. co najmniej jeden z jej koncéw nalezy do V. Naszym celem jest znalezienie
pokrycia wierzchotkowego o minimalnej licznoéci. Przyklad 6-wierzchotkowego
grafu wraz z najmniej licznym pokryciem wierzchotkowym Vy = {1, 3,5}
znajduje si¢ na rysunku 1.

Zgodnie ze wstepem, problem pokrycia wierzchotkowego nalezy do klasy

tych trudnych (jest on NP-zupelny), wiec zapewne nie uda nam sie znalezé
algorytmu wielomianowego konstruujacego optymalne pokrycie w tak krotkim
artykule. Sprébujmy zatem skonstruowac chociaz takie rozwiazanie, ktére

nie bedzie duzo gorsze od optymalnego. Powiemy, ze nasze rozwiazanie bedzie
k-aproksymacja rozwiazania optymalnego, jesli liczba wierzcholtkéw przez nas
wybranych bedzie dla kazdego mozZliwego grafu co najwyzej k razy wieksza od
rozmiaru optymalnego pokrycia wierzchotkowego. Wartosé k bedziemy nazywaé
wspolczynnikiem aproksymacji, czyli stosunkiem rozmiaru naszego rozwigzania
do rozmiaru rozwigzania optymalnego.

Wybierzmy dowolna krawedz grafu G; zgodnie z definicja, w optymalnym pokryciu
wierzchotkowym co najmniej jeden z koncow tej krawedzi musi zosta¢ wybrany.

Poniewaz nie szukamy optymalnego rozwiazania, mozemy pozwoli¢ sobie na to,

zeby wybraé oba konce tej krawedzi do naszego zbioru Vj. Po zapamigtaniu tych
dwoch wierzchotkow mozemy usunac je z grafu, wraz ze wszystkimi krawedziami,
ktore sa z nimi incydentne. Nastepnie do zbioru V) wstawiamy oba konce dowolnej
z pozostalych w grafie krawedzi, jednoczesnie usuwajac je z grafu wraz z krawedziami
z nimi incydentnymi itd. Postepujemy w ten sposéb, dopdki w grafie pozostaje

jakakolwiek krawedz. Wyniki zastosowania tej procedury dla przykladowego grafu
obrazuja rysunki 2 (mniej udany wyboér krawedzi powoduje zaliczenie wszystkich
wierzchotkéw do Vp) i3 (sprytniejszy wyboér krawedzi prowadzi do Vy = {1, 2, 3,5}).

Whprost z zastosowanej metody konstrukcji mozemy wywnioskowaé, ze wynikowy
zbiér Vjy bedzie zawsze pokryciem wierzchotkowym G. Z przyktadu wynika
jednakze, ze otrzymane przez nas rozwiazanie moze by¢ gorsze od optymalnego.
Ale o ile gorsze? Zauwazmy, ze kazdej z par wierzchotkéw dodanych do

zbioru Vjy mozemy przypisa¢ jeden wierzcholek z pewnego optymalnego pokrycia
wierzchotkowego (bedzie to ten z koficoéw laczacej je krawedzi, ktéry nalezy do
optymalnego rozwiazania). Argument ten pokazuje, ze skonstruowany przez

nas zbior Vj jest co najwyzej dwa razy wiekszy od rozwiazania optymalnego,

co oznacza, ze skonstruowali$my algorytm 2-aproksymacyjny.

Tym razem udalo nam sie stosunkowo szybko wyznaczy¢ wspotczynnik
aproksymacji rozwiazania, jednakze zazwyczaj nie jest to tak tatwa sprawa.
Faktycznie, oszacowanie jakoSci rozwiazania aproksymacyjnego wymaga nie tylko
rozpatrzenia wszystkich mozliwych danych wejéciowych algorytmu, ale, co nawet
gorsze, umiejetnosci poréwnania jego dziatania z rozwigzaniem optymalnym,
ktérego przeciez nie znamy! (Dla $cistosdei: jakie§ rozwiazanie zazwyczaj znamy,
ale jest to wéwczas rozwiazanie wyktadnicze i najczedciej nie pozwala wyciagnaé
pozytecznych wnioskéw na temat struktury problemu). Aby lepiej zrozumied,

w jaki sposéb udalo nam si¢ tym razem oszacowaé¢ wspotezynnik aproksymacii,

a zarazem aby wyciagnaé¢ wnioski na przyszto$é, spéjrzmy na nasz algorytm
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z innej strony. Zbior krawedzi, ktore zostaly w nim wybrane, tworzy tak zwane
skojarzenie, co oznacza, ze zadna para krawedzi nie ma wspdlnego konca.

W rozwiazaniu skorzystaliémy z tego, ze kazde pokrycie wierzchotkowe musi
mieé¢ rozmiar nie mniejszy niz licznoé¢ dowolnego skojarzenia, gdyz z kazdej
krawedzi skojarzenia musi zosta¢ wybrany co najmniej jeden wierzcholek. Nasze
rozwigzanie ma rozmiar bedacy dwukrotnoécia rozmiaru pewnego skojarzenia, gdyz
z kazdej wybranej krawedzi do zbioru Vj dodawalidémy oba jej konice. W ten sposéb
wspolczynnik aproksymacji naszego algorytmu oszacowaliémy w dwéch krokach:

e w pierwszym kroku znalezliémy obiekt (skojarzenie), ktérego rozmiar jest
dolnym ograniczeniem rozmiaru optymalnego rozwigzania;

e w drugim kroku pokazaliSmy, ze rozmiar skonstruowanego przez nas rozwiazania
jest co najwyzej dwa razy wiekszy od rozmiaru skojarzenia, czyli obiektu bedacego
ograniczeniem dolnym rozwiazania optymalnego; stad jest on rowniez co najwyzej
dwa razy wigkszy od rozmiaru samego rozwiazania optymalnego.

Rozwazmy kolejny przyktad: problem pakowania plecaka. Mamy do dyspozycji
plecak, ktéry moze pomiesci¢ przedmioty o sumarycznej masie nie wigkszej

niz M, a takze n przedmiotoéw, z ktérych kazdy charakteryzuje sie dodatnia
masa m; oraz nieujemna wartoscia w;. Wiemy, ze kazdy przedmiot pojedynczo
zmiesci sie do plecaka, czyli m; < M. Nasze zadanie polega na wybraniu
przedmiotéw, ktérych suma mas jest nie wieksza niz M (czyli mieszczacych sie
razem do plecaka) i ktérych sumaryczna wartosé jest jak najwieksza.

Klasyczne rozwiazanie tego problemu jest zastosowaniem techniki
programowania dynamicznego (mozna o nim poczyta¢ w praktycznie kazdej
ksiazce o algorytmach). Jest ono caltkiem efektywne, ale tylko wtedy, gdy
wszystkie masy badz wszystkie wartosci przedmiotow sg stosunkowo nieduzymi
liczbami catkowitymi. W tym artykule rozwazymy ogdlniejsza wersje tego
problemu, w ktorej wszystkie te wielkosci moga by¢ dowolnie duze, co wiecej,
moga by¢ dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Stad jedynym parametrem, jaki
nas bedzie interesowal w oszacowaniu zlozonosci czasowej algorytmu, bedzie n.

Na poczatku posortujmy przedmioty nierosnaco wzgledem wartosci w przeliczeniu
na kilogram, czyli stosunku wartosci do masy, tak aby fr’L > ;Zlfl Niech j bedzie
najwiekszym takim indeksem, ze przedmioty {1,...,j} mieszcza si¢ w plecaku
(czyli >7_, m; < M). Jesli wszystkie przedmioty mieszcza sie w plecaku (j = n),
to pakujemy wszystko. W przeciwnym przypadku wybieramy bardziej wartoSciowe
upakowanie sposréd dwdch mozliwosci:

e przedmioty o indeksach {1,...,j},
e pojedynczy przedmiot o indeksie j + 1.

Opisany algorytm moze wydawaé si¢ nieco dziwny — ciekawe jest juz chociazby
to, ze w drugiej z powyzszych mozliwosci ograniczamy sie zawsze do jednego (!)
przedmiotu; sprébujmy sie tym jednak nie zraza¢ i zastandwmy sie, jaki jest
wspolczynnik aproksymacji tego zaskakujacego algorytmu. Zauwazmy mianowicie,
ze sumaryczna wartos¢ W przedmiotow o pierwszych j 4+ 1 numerach nie moze by¢
mniejsza od wartoéci przedmiotéw Wopr w optymalnym upakowaniu. Wynika to
stad, ze przedmioty te stanowia ,czolowke” w kategorii wartosé w przeliczeniu na
kilogram i gdyby dato sie zapakowaé je wszystkie do plecaka, to w ten sposéb
otrzymalibyémy na pewno rozwiazanie o najwiekszej sumarycznej wartosci
(doktadniejsze uzasadnienie tej obserwacji pozostawiam jako ¢wiczenie). Jako

ze wartoscia naszego rozwigzania jest maksimum z dwéch liczb, ktérych suma jest
rowna W, to mamy gwarancje, ze wartos¢ wybranego przez nas upakowania jest
nie mniejsza niz W/2, co dowodzi, ze nasze rozwiazanie jest warte nie mniej niz
potowe Wopr, czyli jest 2-aproksymacja.

W problemie pakowania plecaka, odwrotnie niz w pokryciu wierzchotkowym,
chcieliémy zmaksymalizowaé¢ wartos¢ konstruowanego rozwiazania, jednakze
metody szacowania wspolczynnika aproksymacji pozostaly takie same — jedyna
réznica jest zmiana kierunku osi z rysunku 4.

Na koniec jako pouczajace ¢wiczenie zachecam Cie, Drogi Czytelniku, do
skonstruowania przyktadéow danych, dla ktérych jeden z dwéch kandydatéw do
upakowania konstruowanego przez nasz algorytm aproksymacyjny jest dowolnie
malo wart w stosunku do rozwiazania optymalnego.
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