Wokot twierdzenia Helly’ego Arkadiusz MECEL"

W moim pojeciu osoba zgodna. . .
to taka, ktéra zgadza si¢ ze mnaq!
— Benjamin Disraeli
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W podobny sposéb wybierajg swoje
wladze matematycy w USA. ..

A na jakie poparcie moze liczyé
potencjalny zwyciezca, jesli sposrod
kazdych trzech wyborcéw tylko
dwém udaje si¢ wypracowaé wspélne
stanowisko?
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Czy przez dowolny punkt P mozna
przeprowadzié pewng prostg przecinajaca
kazdy wielokat z F7

Serwis randkowy eHarmony uzywa
przestrzeni wymiaru 29. ..

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Kiedy mozliwe jest porozumienie? Jak decyzja grupy ludzi zalezy od
indywidualnych preferencji? W okreslonych warunkach odpowiedzi na te pytania
dostarczy¢ moze klasyczny juz dzi$ rezultat teorii zbioréw wypuklych, nalezacy
do austriackiego matematyka z przelomu XIX i XX wieku — Eduarda Helly’ego.

Kazdy ma swoje ,idealne” preferencje. W imie koniecznego kompromisu
jestesmy jednak zdolni do zaakceptowania opcji dostatecznie ,bliskich” naszym
oczekiwaniom. Klasyczna sytuacja jest tu uproszczony model glosowania

z jednowymiarowym spektrum, w ktérym konserwatystow umieszczamy po
prawej stronie osi, liberaléw zas po lewej (tak, jak na rysunku obok). Kazdy
punkt naszego modelu oznacza pewien mozliwy wybor. Kazdemu wyborcy X
przyporzadkowujemy przedziat Ix akceptowalnych przez niego kandydatow.
Zalbézmy, ze na karcie wyborczej wolno mu zaznaczy¢ caty przedzial Ix.

Przy jakich warunkach mozemy okresli¢, kiedy spoleczenstwo ,zgodzi” sie na
okreslonego kandydata?

Odpowiedzi na postawione wyzej pytania moga by¢ do$¢ zaskakujace. Okazuje
sie, ze jesli kazdych dwdéch wyborcow sktonnych bedzie zaakceptowaé pewna
kandydature, to wybrana zostanie osoba akceptowana przez cale spoleczenstwo!
Wydaje si¢ to nieprawdopodobne, ale — jesli wystowimy te obserwacje w jezyku
matematyki stojacej za tym modelem — dostaniemy calkiem intuicyjny fakt.

Twierdzenie 1. Dana jest rodzina I przedzialow domknietych w R, przy czym
|Z| > 1. Jesli dla kazdych I,J € T zachodzi warunek I N J # 0, to przeciecie
wszystkich elementow rodziny I jest niepuste.

Podaliémy w ten sposob najprostszy mozliwy, bo jednowymiarowy, przypadek
twierdzenia Helly’ego. Aby go udowodnié, nie potrzeba zadnej skomplikowanej
technologii. Przedstawiona wyzej interpretacja spoteczna jest naturalnie jedna

z wielu mozliwych. Czytelnik zachecony powyzszym przykladem bedzie w stanie
wskazaé¢ wiele innych .z zycia wzietych” sytuacji, do ktorych ten fakt idealnie
pasuje. Mozna tez za pomocy twierdzenia Helly’ego rozwiazywaé nietrywialne
zadania geometryczne.

Zadanie 1. Na plaszczyznie polozona jest dowolna skonczona rodzina

wielokgtéw F (niekoniecznie wypuklych) o tej wlasnodci, ze kazde dwa jej
elementy majg punkt wspolny. Wykaz, Ze dla dowolnego punktu P na plaszczyinie
istnieje okrag o $rodku w P, majacy punkt wspdlny z kazdym wielokgtem z F.

Rozwigzanie. Wybieramy P i ustalamy dowolng pélprosta [ przechodzaca przez
ten punkt. Rozwazamy przeksztalcenie f : R? — [ zadane w nastepujacy sposob:
kazdy okrag O,. o érodku w P i promieniu r > 0 przeprowadzamy na punkt O, N 1.
Nietrudno zauwazy¢, ze kazdy z wielokatow nalezacych do F przejdzie na pewien
odcinek domkniety na prostej [. Z zalozenia mamy f(W7) N f(Ws) # 0, gdzie
Wi, Wy € F. Namocy twierdzenia Helly’ego przeciecie wszystkich odcinkdéw postaci
fW), W € F, jest niepuste. Wiadomo juz zatem, jaki okrag wybraé, prawda?

Wréémy jeszeze na moment do interpretacji spotecznych. Czasami do

podjecia decyzji potrzeba wiecej niz jednej informacji. Na przyklad: nasz
idealny kandydat powinien nie tylko byé¢ ,,po wlasciwej stronie”. Chcemy tez
wiedzie¢, czy jest raczej pacyfista, czy moze pragnie wojen? Czy zamierza

duzo podrézowaé, czy raczej nie? W naszym modelu dodajemy wigc kolejne

osie — spektrum wyboru staje si¢ przestrzenia wymiaru 2, 3, a czasem

i wiekszego. Wyborca X ma w nim juz nie przedzial, ale n-wymiarowy zbior Ix
akceptowalnych przez siebie opcji. Okazuje sie, ze im wiecej wymiarow, tym
bardziej zgodnego spoleczenstwa potrzebujemy. Przy jednym parametrze
jedynie kazdych dwéch wyborcow musialo sie zgadzaé. Przy dwoch parametrach
potrzeba, by kompromis osiagato kazdych trzech. W tréjwymiarowym modelu
zgodni musza by¢ dowolni czterej, itd. Samo to nie wystarcza jeszcze do
jednomyslnego rozstrzygniecia. Trzeba co$ zalozyé o zbiorach Ix. I tu mozliwosci
jest wiele. Kazda z nich to pewna odmiana twierdzenia Helly’ego. Najbardziej
klasycznym zatozeniem jest wypuklosé.
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Czytelnikéw zainspirowanych tym
zadaniem zachecamy, by zastanowié
sig, jakie jest najmniejsze mozliwe kolo
potrzebne do przykrycia dowolnych

n punktéw A, Az, Az,..., A,

potozonych na ptaszczyznie w ten sposob,

ze |[A;Aj| <1,gdzie 1 <i<j<n.

7%

Na plaszczyznie mamy 5 punktow.
Zadne 3 nie s wspétliniowe. Mozna

z nich wybraé¢ 4 bedace wierzchotkami
czworokata wypuktego.

*okok

Na ptlaszczyznie mamy 6 punktow.
Zadne 3 nie sa wspoétliniowe. Mozna
utworzy¢ 2 roztaczne tréjkaty

o wierzchotkach w tych punktach.

kK

Na ptlaszczyznie mamy 7 punktéw.
Istnieja takie punkty A, B (niekoniecznie
spoéréd danych 7), ze jesli pewien zbiér
wypukly X zawiera przynajmniej 4

z wybranych 7 punktéw, to X zawiera
tez A lub B.

kK

Na ptlaszczyznie mamy 8 punktéw.
Zadne 3 nie sa wspétliniowe. Czy
mozna zawsze utworzy¢ dwa tréjkaty

o wierzchotkach wybranych sposréd
tych punktéw tak, by odcinek laczacy
pozostate dwa punkty przechodzil przez
ich wnetrza?

Twierdzenie 2 (Helly, 1913). Dana jest skoriczona rodzina T zbioréw
wypuklych w R™, przy czym |Z| > n. Jesli kazde n + 1 z nich ma niepuste
przeciecie, to przeciecie wszystkich elementow rodziny L jest niepuste.

Twierdzenie to ukazuje swoista sztywnos¢ zbioréw wypuktlych. Jako ilustracje
tego pogladu proponujemy nastepujace zadanie.

Zadanie 2. Na plaszczyznie lezy n punktow Ay, As, As, ..., Ay, przy czym n > 3.
Dla kazdych trzech punktow z tego zbioru istnieje kolo o promieniu 1, ktore je
zawiera. Udowodnij, ze wszystkie te punkty lezg w pewnym kole o promieniu 1.

Rozwigzanie. Niech ki, ko, k3 beda kotami o srodkach w punktach A;, As, A3

i promieniach réwnych 1. Zgodnie z zalozeniem istnieje takie koto k£ o promieniu 1
i srodku a, ze Ay, Ay, Az € k (réwnowaznie: a € ki N ko N k3 # (). Zatem rodzina
kot {ki}ie{lwg)ngn} o $rodkach w A; i promieniu 1 spelnia zalozenia twierdzenia
Helly’ego w przypadku dwuwymiarowym. Istotnie, jest to rodzina zbioréw
wypuklych, w ktorej kazde trzy elementy maja niepuste przeciecie. Istnieje wiec
punkt wspélny wszystkich kot z tej rodziny. Latwo zauwazy¢, ze jego odleglos¢ od
kazdego z punktow Aq, As, A3, ..., A, réwna jest co najwyzej 1.

Istnieja tez interesujace zadania dla tréjwymiarowej wersji twierdzenia Helly’ego.
Jako proste ¢wiczenie zostawiamy nastepujace.

Zadanie 3. W przestrzeni tréjwymiarowej dana jest pewna liczba (co najmniej 4)
polprzestrzeni (tréjwymiarowy analog pélprostej na prostej i pélplaszczyzny na
plaszczyZnie). Polprzestrzenie te wypelniajg w sumie calg przestrzen. Wykazad,
ze tak naprawde juz pewne cztery z nich wypetniajq calq przestrzen.

Kiedy juz poradzimy sobie z ta zagadka, czeka na nas nieoczekiwanie trudne
zadanie, zaproponowane niegdy$ na Miedzynarodowa Olimpiade Matematyczna.

Zadanie 4. Na sferze S o promieniu 1 (w R®) umieszczono pewnq krzywg
zamknietq v. Wiadomo, Ze kazde kolo wielkie tej sfery ma z tg krzywg niepuste
przeciecie. Wykazaé, Ze dlugosé v wynosi co najmniej 2.

Co w tym zadaniu robi tytulowe twierdzenie? Wskazowka: sprobowaé wykazac,
ze jesli cztery punkty nalezace do v leza w pewnej polsferze S sfery S, to cala
krzywa v lezy w S’. Pézniej jest juz ,z gorki”.

Twierdzenie Helly’ego byto pierwszym rezultatem tzw. dyskretnej geometrii
kombinatorycznej. Typowe zagadnienia tej dziedziny zwiazane sa, miedzy
innymi, z kolorowaniem obiektéw geometrycznych, z najlepszymi pokryciami,
upakowaniamilub wypelnieniami, z podzialami i rozktadami figur, z ich symetriami.
Cho¢ znakomita wigkszos¢ probleméw do niej nalezacych da sie wystowi¢ w sposob
catkowicie elementarny, ich dowody nie zawsze naleza do latwych.

Na koniec kilka zdan o problemach otwartych. .. Geometria kombinatoryczna ma
wspolne korzenie z wieloma stynnymi problemami i wynikami, m.in. z drugim
problemem Hilberta, lematem Spernera, czy hipotezami Keplera oraz Borsuka.
Obok nich jest tez mnéstwo irytujaco prostych” probleméw otwartych —
ostatnie zadanie z zamieszczonych obok jest wlasnie jednym z nich. By¢ moze
ktérys z Czytelnikéw znajdzie rozwiazanie?

Srednia odlegloéé¢ (r) planety od Stofica mozna obliczyé
np. jako $rednia (niech juz bedzie: arytmetyczna) wielu
pomiaréw r wykonanych w jednakowych odstepach
czasu t w ciagu pelnego obiegu planety. Ale mozna

tez usredni¢ pomiary r wykonane w jednakowych
odstepach kata v miedzy kierunkiem r a kierunkiem na
peryhelium (kat ten nazywa sie anomalia prawdziwa).
A jezeli obliczy¢ $rednia arytmetyczna po prostu
najmniejszej i najwiekszej odleglosci planety od Stonca,
to co wyjdzie? A ile wynosi érednia geometryczna

tych dwu odlegtosci? A ich $rednia harmoniczna?
Okazuje sig, ze (prawie) wszystkie te srednie sa rézne.
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Oto one (a oznacza wielka p6los elipsy, e jej mimosrdd):

()i =a(l+e/2), (r)y=aVl—e =b,

Tmin + Tmax

5 =a, /TminTmax = b,

-1
1 1 a P
+ =_(1-¢€*)=7,
(T'min 7‘111;))() 2 ( ) 2’

gdzie p to tzw. parametr elipsy. Mozna skonstruowaé
kat (zwany anomalia mimosrodowa), wzgledem ktérego
usrednione r wynosi a.

T. K.



