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Dwa rézne dowody TP znalezé mozna
na przyklad w Delcie 1(248)/1995.

Rys. 1. ABDC to réwnoleglobok.

Zadanie 3 pochodzi z LI Olimpiady
Matematycznej.

Twierdzenie sinuséw. Jesli tréjkat
o kagcie « i przeciwleglym boku a jest
wpisany w okrag o promieniu R, to
a/sina = 2R.

Rys. 2

Rys. 4

Twierdzenie Ptolemeusza
Joanna JASZUNSKA

Twierdzenie Ptolemeusza (TP). Dla dowolnego czworokgta R c
ABCD zachodzi nieréunoé$é¢ AB-CD + AD - BC > AC - BD. %
Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy na czworokgcie

ABCD mozna opisac okrqg. A B

Dowdd pozostawmy jako éwiczenie. Ponizej kilka przyktadéw zastosowan.

1. Punkt P lezy wewnatrz trdjkata réwnobocznego ABC. Udowodnij, ze
z odcinkéw o dtugoséciach AP, BP,C' P mozna zbudowaé trdjkat.
R. Na mocy TP dla czworokata wklestego ABC P mamy ostra nieréwnosé

AB-CP+ AP - BC > AC - BP. Dzielac stronami przez AB = BC = AC, uzyskujemy
nieréwnos¢ tréjkata CP + AP > BP. I

2. W tréjkacie o bokach a, b, ¢ dtugosci odpowiadajacych im $rodkowych
z A, B,C oznaczmy przez mg, my, m.. Udowodnij, ze myc 4+ m.b > 2m,a.

R. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1. Z TP dla czworokata SBDC mamy
SB-DC+SC-BD > SD - BC, czyli %mbc—i— %mcb > %mam co daje teze. O

3. Dwusieczna kata BAC trojkata ABC przecina okrag opisany na
tym trojkacie w punkcie D réoznym od A. Punkty K i L sg rzutami
prostokatnymi odpowiednio punktéw B i C' na prosta AD. Udowodnij,
ze AD > BK + CL.

R. Skoro AD jest dwusieczna, to BD = CD (rys. 2). Stad i z twierdzenia sinuséw

BK/CD = BK/BD = sin XADB = AB/2R, analogicznie CL/BD = AC/2R. Zatem,

z TP oraz z BC' < 2R, mamy

AB-CD+ AC-BD _ AD-BC
2R 2R

4. Punkt P lezy wewnatrz réwnolegloboku ABCD o polu S. Wykaz, ze
wowezas AP-CP+ BP-DP > S.

R. Obierzmy punkt @ tak, by AQPD byl réwnolegtobokiem (rys. 3). Wtedy
BCPQ tez jest réwnolegtobokiem. Z TP dla czworokata AQBP mamy

AP -BQ+ BP - AQ > AB - PQ, co na mocy BQ = CP, AQQ = DP, PQQ = AD oraz
AB - AD > S daje teze. Kiedy zachodzi réwnosé¢? [

BK +CL = < AD.O
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Rys. 3
5. Wykaz, ze sin(a + () = sinacos 5 + cos asin f3.

R. Niech czworokat ABCD bedzie wpisany w okrag o $rednicy AC' = 1, niech
XBAC =a i xCAD = (3 (rys. 4). Wtedy AB = cosa, BC =sina, AD = cos 3,
CD =sinf i z twierdzenia sinuséw BD = sin(« + 3). Teza wynika z TP dla ABCD. O

Zadania domowe:

6. Niech punkt P lezy na okregu opisanym na trdjkacie réwnobocznym ABC,
na tym tuku BC, ktory nie zawiera A. Wykaz, ze BP + CP = AP.

7. Wyprowadz twierdzenie Pitagorasa jako wniosek z TP.

8. Punkty P, Q, R leza odpowiednio na odcinkach AB, AC, AD réwnolegtoboku
ABCD. Udowodnij, ze jezeli na czworokacie APQR mozna opisaé okrag, to
AR-AD+ AP - AB = AQ - AC.

Wskazowka. Wykaz najpierw, ze AABC ~ ARQP.
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