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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1
z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 —
3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére nadestaty
rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle
punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek
z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
567 (WT =1,21) i 568 (WT = 2,13)
z numeru 10/2008

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 583, 584
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Plx)=(1+2% + et 4 Y = a4 arz + ..+ arggert™.

Obliczy¢ sume ag + as + ag + . . . + a1980 tych wspdlezynnikéw, ktérych numery

Jerzy Witkowski Radlin 46,02 . . .
Adam Woryna Ruda Slaska 45,65 583. ROZW&Z&HIY wielomian
Marcin Kasperski Warszawa 42,50

Andrzej Idzik Bolestawiec 39,53

Zbigniew Galias Krakéw 39,34

Michal Kieza Warszawa 39,24 : :

Tomasz Warszawski Krakéw 37,07 leel@ SI¢ przez 3.

Lukasz Garncarek  Opole 33,48

Mamy wreszcie znéw dwa przekroczenia
,bariery 44”:

Jerzy Witkowski — juz po raz piaty;
Adam Woryna — po raz drugi.

584. Dla liczb dodatnich a, b, ¢ przyjmijmy
U = a®b+ b’c + a,
A= a® + abe,
Udowodnié, ze VUV > abc + YABC.

V = ab® + bc? + ca?,
B="b}+abc, C =c+ abe.

Zadanie 584 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2009
Przypominamy tres¢ zadan:

575. Rozwazamy alfabet ztozony z n liter, a w nim slowa o nastgpujacej
wtlasnosci: migdzy dwoma wystapieniami ktorejkolwiek litery, kazda
litera pojawia si¢ co najwyzej jeden raz (tzn. zabronione sa podciagi

T...y...y...xz, réwniez dla y = x). Ile jest takich stéw o maksymalnej

dtugosci?
576. Dowies¢, ze dla liczb nieujemnych a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

%b*c — Yabe < max{(Va — vb)2, (Vb — V)2, (Ve — Va)?}.
575. Jest jasne, ze najwicksza dlugo$¢ dopuszczalnego stowa
wynosi 3n (zadna litera nie moze wystapi¢ wiecej niz 3 razy;
a stowo aaabbb . .. dtugosci 3n jest dobre). Niech F(n) bedzie
szukana liczba dopuszczalnych stéw dlugosci 3n (z alfabetu
n-literowego); w kazdym z nich kazda litera musi wystapié
trzykrotnie.

Zauwazmy, ze kazde takie stowo musi sie zaczynaé dwiema
jednakowymi literami; gdyby bowiem na poczatku byto
zestawienie ab (gdzie a # b), to kazde dalsze umieszczenie
dwéch liter a oraz dwéch liter b da sprzecznosé z natozonym
warunkiem.

Wezmy dowolne stowo dopuszczalne dlugosci 3n; przyjmijmy,
ze zaczyna sie ono sekwencja aa. Usunmy wszystkie trzy
wystapienia litery a. Pozostanie stowo dopuszczalne dtugosci
3(n — 1), ktére w mysl poprzedniego spostrzezenia musi
zaczynac si¢ sekwencja bb. Przywracamy trzy litery a na ich
miejscach — dwie na poczatku i pozostalty gdzies dalej. Jej
miejsce nie moze jednak wypasé po drugim wystapieniu b.
Musi albo poprzedzi¢ oba poczatkowe wystgpienia litery b,
albo je rozdzielic.

Kazda z tych dwoch opcji — dotaczenie do dopuszczalnego
stowa dlugosci 3(n — 1) trzech egzemplarzy nowej litery a,
tworzace poczatek aaabb lub aabab — daje dopuszczalne
stowo dtugosci 3n.
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Poniewaz w roli nowej litery moze si¢ znalezé kazda z n liter
alfabetu, wynika stad wzér rekurencyjny F(n) = 2nF(n — 1).
W potaczeniu z wartosécia bazowa F(1) = 1 daje to wzér
jawny F(n) = 2""'nl.

576. Bez straty ogdlnosci mozna przyjacé, ze a > b > ¢ lub
a < b < ¢; wéwezas prawa strona zadanej nieréwnosci ma
wartos$é (\/E - \/5)2. Potraktujmy liczby a,c > 0 jako
ustalone, za$ b — jako zmienna, przebiegajaca przedziat

o koncach a, c. Nalezy wykazac¢, ze wartos¢ maksymalna

funkcji
at+b+c

3

nie przekracza (\/Z — \/5)2. Jest to funkcja wypukta,

wiec swoja warto$¢ maksymalna przyjmuje na koncu
przedziatu, czyli dla b = a lub b = c. Trzeba zatem dowies¢,
ze kazda z tych brzegowych wartosci jest niewigksza

b +— (abc)'/?

od (\/E — \/5)2. 7 uwagi na symetri¢ przypadkéw
wystarczy zajaé sie wartoscig osiggang dla b = a, czyli
wykazaé, ze

2a3+c — (a2c)1/3 < (\/Ef \/&)2.

Mozna zalozyé, ze a > 0 1 przyjaé¢ ¢ = at (¢t > 0), co redukuje
ostatnia nieréwnos$é (po podzieleniu stronami przez a) do
nastepujacej,

2 —|— t 1/3 2

= -t’< (Vt-1)".
Podstawienie ¢ = v® (v > 0) i przeniesienie wszystkiego
na jedna strone sprowadza nieréwnosé do postaci
wielomianowej

20° — 60° +30° +1 > 0.

Rozktad na czynniki
(v—1)*20" + 40> + 60> +20+1) >0

koniczy dowdd.
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Zadania z fizyki nr 480, 481
Redaguje Jerzy B. BROJAN

480. Powierzchnia dlugiego walca o promieniu 7 jest przewodzaca. Po tej
powierzchni wzdluz osi walca plynie prad o natezeniu I, o gestosci stalej wzdhuz
obwodu walca. Jakie ciSnienie p powstaje wewnatrz walca wskutek wzajemnego
przyciagania sie elementéw powierzchni? Wzgledna przenikalno$é magnetyczna

osrodka jest réwna 1.

Rys. 1

481. Dhugi jednorodny pret o przekroju kwadratowym,
wykonany z materiatu o gestoéci 0,5 g/cm?, lezy na
powierzchni wody. Ktora z przedstawionych na rysunku 1
pozycji jest polozeniem réwnowagi trwalej, czy tez obie?

Rozwigzania zadann z numeru 2/2009
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Przypominamy tresé zadan:

472. Elektroskop wycechowano zaopatrujac go w skale, na ktérej zaznaczono kolejne wartosci
tadunku (w dowolnych jednostkach). Czy dziatki skali powinny by¢ réwno odlegte, czy tez nieréwno
(rys. 2a—d)? Wskazaé skale najblizsza prawidlowej i uzasadnié odpowiedz.

473. W chwili poczatkowej drobiny pyltu byly nieruchome i rozmieszczone w sposéb jednorodny,
tworzac kule (gwiazde?). Jesli jedyna silg dzialajaca na pytki jest wzajemne przycigganie
grawitacyjne, to czy w czasie zapadania si¢ kula pozostanie jednorodna? Jesli nie, to czy gestosé
bedzie wigksza w $rodku kuli, czy przy jej powierzchni?

Jaka jest odpowiedZ na te same pytania w odniesieniu do chmury pylu o ksztalcie dlugiego walca?

Rys. 2

472. Sita odpychania ze strony preta dziala na
poszczegdlne czesei listka w kierunku zblizonym do

poziomego, a jej warto$¢ — zgodnie z prawem Coulomba

— jest proporcjonalna do iloczynu odpowiednich
tadunkéw, czyli w ostatecznym rozrachunku do
kwadratu tadunku elektroskopu g. Moment sity
odchylajacej listek od pionu zalezy wiec od ¢ i kata
odchylenia ¢ wedlug przyblizonego wzoru

M ~ ¢? cos .
Ten moment sily jest rbwnowazony przez moment
sily cigzkodci, ktory jest niezalezny od tadunku
i proporcjonalny do sin . Wnioskiem jest zalezno$c

tgp ~ ¢,

Tak wiec, skala elektroskopu musi sie zageszczaé przy
zblizeniu do zera (ze wzgledu na kwadrat tadunku),
a takze przy zblizeniu do kata 90° (ze wzgledu na
przebieg funkcji tangens). Spoéréd narysowanych skal
najlepsza jest skala c, jednak i ja nalezaloby poprawic,
gdyz kat 90° nie moze by¢ osiagniety dla zadnej
skonczonej wartosci q.

Niescisto$¢ przedstawionego rozumowania wynika
zaréwno z niedokladnie poziomego kierunku sit
dzialajacych na listek, jak i stad, ze przy zmianie
kata ¢ zmienia sie takze rozktad tadunku na precie

i listku. Nie powinno to jednak powodowaé radykalnej
zmiany skali.

473. Przyjmijmy na poczatek zalozenie, ze w czasie
spadania pylki sie nie mijaja (dalej upewnimy

sie co do jego stusznosci). Wtedy kazdy z pylkéw
porusza sie tak, jakby zrédlem pola grawitacyjnego
byla stala masa punktowa M réwna lacznej masie
pytkéw polozonych blizej érodka kuli, niz dany pytek.
(Zewnetrzne pylki tworza warstwe kulista, ktéra
wewnatrz niej nie wytwarza pola grawitacyjnego.)
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Uzasadni¢ wszystkie odpowiedzi.

7 zasady zachowania energii wynika rownanie

dr 1 1
N Ve DV
dt \/ G (r R)’

gdzie r — odleglto$é¢ danego pytka od érodka kuli,
R — odlegltosé poczatkowa. Po wprowadzeniu zmiennej
0 = r/R réwnanie przyjmuje postaé

do _ _ J2GM j1
dt R Vo

Roéwnanie to mozna rozwiazaé¢ analitycznie, ale do
naszych celow wystarczy spostrzezenie, ze przy stalej
poczatkowej gestosci kuli masa M jest proporcjonalna
do R3, zatem stala po prawej stronie jest jednakowa dla
wszystkich pytkéw i otrzymana z réwnania funkcja o(t)
takze jest jednakowa. Oznacza to, ze kula zmniejsza si¢
w jednakowym stosunku, czyli pozostaje jednorodna.
Oczywiscie, wyprzedzanie pylkéw wewnetrznych przez
zewnetrzne jest wykluczone.

W przypadku dlugiego walca zaleznodci sity
grawitacji i energii potencjalnej od odleglosci od osi
sa mniej standardowe (cho¢ wyprowadzone w wielu
podrecznikach), wiec zapiszmy odpowiednie wzory
P ZG)\m’
r
gdzie A\ jest masag walca na jednostke dtugosci, m — masa

ciala prébnego (pytka). Réwnanie ruchu ma postacé

dr
- = ’
i VAGAIn(R/r)

a w zmiennej o zdefiniowanej jak poprzednio

do 4G
@ VRV —In(o).

dt
Poniewaz dla walca poczatkowo jednorodnego A jest
proporcjonalne do R?, wiec poprzednie wnioski
pozostaja w mocy — walec pozostanie jednorodny.

Epot = 2GAmIn(r),



