Uwagi do artykulu J. Szejki ,,Ciag, ktory lubi nieréwnosci
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Andrzej PASZKIEWICZ", Andrzej SCHINZEL"™

1. Opis problemu i niektére wyniki dotyczace
jego rozwigzania. J. Szejko w swoim artykule (Delta
3 (394), 2007) zajmowal sie ciagiem ay, zdefiniowanym

jak nastepuje:
ap = Z ajg.

1<k
(k,1)=1

a1:1,

Centralny nierozwigzany problem dotyczy istnienia
granicy limy_.o §/aj. Problemu tego nie umiemy
rozwiazaé, ale podane nizej dwa twierdzenia sugeruja,
ze granica istnieje. Niech f(n,k, P), gdzie P jest liczba
naturalna (wzglednie f(n,k)), bedzie liczba ciagéw
rosnacych liczb catkowitych ¢y < ¢; < ... < ¢y, takich,
7e ¢ = n, ¢y = n + k i odpowiednio (¢, ¢i1, P) =1
(wzglednie (¢, ¢iv1) = 1) dla wszystkich ¢ < m.

Symbol (ki,...
ki, km.

, km) oznacza najwiekszy wspdélny dzielnik liczb

Jezeli P dzieli si¢ przez iloczyn wszystkich liczb
pierwszych nie wiekszych od k, oznaczany Py,

warunki (¢;, ¢;iy1, P) = 11 (¢, ¢41) = 1 sa réwnowazne,
zatem

(1)  f(n,k,P)=f(n,k) dla P;|P, gdzie P, = 1.
Lemat 1. Dla wszystkich liczb catkowitych n i liczb
naturalnych k, P mamy

(2) f(n,k‘,P)Z Z

0<i<k
(n+l,n+k,P)=1

n 1 dla (n,k
0 dla (n,k,

fn,l,P)+

, P)
P

1,
) > 1.

Vol

Dowdd. Mamy
{{coy---,cm):
n=c<c<...<cn=n+k, (¢c;c1,P)=1}=
= U {(cos- s m)
(n+l(,)n<+lz,kp):1 n=c<c<...<Cm_1=n+I,
em =n+k, (¢i,¢ip1,P) =1} U

U { {{n,n+k)} dla(n,k,P)=1,

0 dla (n,k, P) > 1.
Whniosek 1.
- 1 dla (n,k) =1,
fk)= > D) +{o dla (n,k) > 1.
0<i<k
(n+l,n+k)=1

Dowdd. Wystarczy polaczyé wzory (1) i (2).
Whiosek 2. a, = f(0,k).

Dowdéd. Na mocy Wniosku 1 ciag f(0, k) spelnia ten
sam wzér rekurencyjny co ay.

Niech by, = min,, f(n, k). Poniewaz f(n,k) < 2F~!
(liczba ciggdéw rosnacych liczb catkowitych o poczatku n
i konicu n + k), mamy sup /b, < 2. Udowodnimy
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Twierdzenie 1. limy_,o ¥/0r = sup ¥/by.
Twierdzenie 2. liminfy_o k/a; > V233 > 1,64139,
limsup, . %/ar < V/34 < 1,79989.

Dowdd Twierdzenia 1. Niech sup §/by = s i niech bedzie
dane € > 0. Z definicji supremum istnieje takie [, ze

€
Wezmy teraz k tak duze, zeby
stk <14 =

2
Sktadajac razem odpowiednie ciagi, otrzymujemy, ze

f(n i +12) = f(n, ) f(n+ 1, 12),
zatem
by, 41, = by by,
Stad, jezeli

k=lg+r, 0<r<l,
otrzymujemy
by > b;
zatem
lg/(lg+r)
k /bk > b;l/(lq-i-?”) > Slq/(lq+r) <1 - ;) >
1-1/k 175 s(1—¢/2) 1—
> s < 2>>71+€/2 > s(1—e).

7 drugiej strony oczywiscie /by, < s, co dowodzi
twierdzenia.

Aby dowie$é istnienia granicy limg .o K/ag,
wystarczyloby wiec wykazac

Przypuszczenie. by = ay.
Skromny krok w tym kierunku stanowi
Lemat 2. by = aq1.-

Dowdd. Na mocy wzoru (1),
b11 = rnin f(n, 117 Pll)
n
i oczywidcie
(3) f(nallapll) =
1 dlan=0mod 11,
= f(n,11, Pr) - {O dla n # 0 mod 11,

a ponadto
(4) f(n,11,30)—f(n,11,P7) =
fn+7,4) dlan=0mod 7,
0 dlan =1,2mod 7,
) f(n,4) dlan =3 mod?7,
) f(n,3) dla n =4 mod 7,
2 dlan =5mod 7,
f(n+8,3) dlan=6mod?7.

Pozostaje obliczy¢ f(n, 11, 30). Ale oczywiscie
f(n+30,11,30) = f(n,11,30),
f(=n —11,11,30) = f(n, 11, 30),



zatem

{f(n,11,30) : n € Z} = {f(n,11,30) : =5 < n < 9}.
Stosujac wzor (2) jako wartosci f(n,11,30) dla
n = —5,...,9, otrzymujemy kolejno: 250, 300, 293, 293,
976, 241, 266, 297, 291, 277, 284, 264, 264, 300, 273, zatem

£(n,11,30) > 241,

a poniewaz f(n,4) < 7 (bo co najmniej jeden z ciagdw
(n,n+4)1i{n,n+1,n+3,n+4) nie spelnia warunku
(ciyciy1) = 1) z wzordw (1), (3) 1 (4) dostajemy

f(?’l, 11) = f(n, 11,P11) > 241 —-7—-1 > 233 = aiq-
St@d b11 = ail-
Lemat 3. Wielomian W (z) = z* — 362% 4 6922 — 322 + 4
ma dokladnie jeden pierwiastek y w przedziale (33,34).

Dowdd. Mamy W (33) < 0, W(34) > 0, a ponadto
w przedziale (33,34) funkcja W (x) jest monotoniczna,
bowiem
W' (z) = 42 — 10822 + 138z — 32 >
>4-33%-108-34% +138-33 32> 0.
Lemat 4. Liczby
By =y* — 15y° + 41y® — 41y + 16 — 2y 1,
By =y* —5y3 +9y* — Ty + 2,
By = 2y" — 3y° + 10y° — 4y,
By = 3y* — 13y + 19y — 15y + 3,
Bs = Ty* — 19y + 15y — 3y,
Bg = 8y* — 263> + 30y* — 14y + 2,
sq dodatnie 1 spetniajqg uklad réwnan
(Q—y)B1+BQ+Bg+B4+B5+BG :0,
yB1 + (1 —y)Bs + Bs + Bs = 0,
yB1+yBz+ (1-y)Bs+ By + Bs =0,
yB1+yBs + (1 —y)By+ Bs =0,
yB1 +yBa +yBs +yBy+ (2 —y)Bs + Bs = 0,
yB1 +yBs + (1 —y)Bs = 0.

()

Dowdd przez sprawdzenie.

Dowod Twierdzenia 2. 7 nieréwnosci ap > by,
z Twierdzenia 1 i Lematu 2 wnosimy, ze

liminf %/ag > lim X/b, = sup X/by, >

> Wby = Wan, = V233,

co dowodzi pierwszej czesci twierdzenia. Aby dowies¢
drugiej czesci, wykazemy przez indukcje, ze
(6) aggyr < Bpy™t (1<7<6).
Dla ¢ =0, r = 1, nieréwnos¢ jest prawdziwa wobec
By > 1, y > 1. Zalézmy teraz, ze nieréwnosé (6) jest
prawdziwa dla wszystkich wskaZnikéw mniejszych

niz 6q + r. Wowczas na mocy zalozenia indukcyjnego
i wzoréw (5) mamy:

dla r = 1:
a6q+1<a6q—|—...—|—a1<
<(Bit. Byt ty) <
yq+1 B .
<(Bit ..+ Byl = By,
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dla r = 2:

G6g+2 S U6g+1 + G6g—1 + A6g—3 + Geg—5 + - .. <
<Bi(y™t + .y +
+(Bs+ Bs)(y'+...+y) <
yq+2 yq+1
< B 1 + (B3 + Bs) 1= Boy ™,
dla r =3:

(6g+3 S U6g+2 + A6g+1 + Gg—1 + Agg—2 + - - - <
< (Bi+Ba) (™ + .. 4 y) +

+ (Ba+ Bs)(y1+ ... +y) <
yq+2 yq—i-l
< (B +Bz)y_ Tt (Bs+ Bs)=— 1= By,
dlar =14
A6g+4 S Aeg+3 T Aeg+1 + A6g—1 + Gog—3 + ... <
< (B +Bs)(yq+1 +.o..4y +
+B5(y?'+...+y) <
yq+2 yq+1 N
< (B1 + Bs) + Bs = By,
y—1 y—1
dla r =5:
A6q+5 < A6q+4 + ...+ a1 <
<(Bi+...+B)y™ 4. 4y +
+(B5+B6)(yq+...+y)<
yit? yit!
B ...+ B B B =
<(Bi+...+ 4)y_1+( 5+ 6)y_1
:B5yq+17
dla r = 6:
G6g+6 N U6g+5 T A6g+1 T Aeg—1 + Geg—5 + ... <
KB+ Bs)yt +...+y) <
yq+2 B a1
<(Bi+ Bs)— = Bey"™ .

Zatem nier6wnos$¢ (6) zachodzi ogdlnie 1 mamy

ag, St < BY/Swtryat )/ 6o+

skad
limsup §/ar < y'/¢ < V/34.

2. Obliczenia komputerowe i uzyskane wyniki.
Aby udowodnié, ze

liminf §/a; > 1,7003,
wystarczy dowiesé, ze big = a19. W tym celu trzeba
wyliczy¢, postugujac sie wzorem (2), f(n,19,210)
dla n = —9,-8,...,95, a nastepnie skorzystac
7€ WzZOorow

(7) f(n,19,210) — f(n,19, Py1) =

f(n+11,8) dla n = 0 mod 11,
0 dlan=1,2mod 11,
f(n,8) dla n = 3 mod 11,
fn,7) dla n = 4 mod 11,
) f(n,6)f(n+17,2) dlan=5mod 11,
) f(n,5)f(n+16,3) dlan=6mod 11,
f(n,4)f(n+15,4) dlan=7mod 11,
f(n,3)f(n+14,5) dlan =8 mod 11,
f(n,2)f(n+13,6) dlan=9mod 11,
f(n+12,7) dla n =10 mod 11,



(8) f(n, 19, P11) - f(’I’L, 19, P13) =

f(n+13,6) dla n = 0 mod 13,
0 dlan=1,2,3,
45,6 mod 13,
f(n,6) dla n = 7 mod 13,
=< f(n,5) dla n = 8 mod 13,
f(n,4)f(n+17,2) dlan=9mod 13,
f(n,3)f(n+16,3) dlan=10mod 13,
f(n,2)f(n+15,4) dlan=11mod 13,
fln+14,5) dla n = 12 mod 13,
(9) f(nz 197P13) - f(?’l, 197P17) =
f(n+17,2) dlan=0mod 17,

0 dlan=1,2,3,4,5,6,7,8,9,
= 10,11,12,13, 14 mod 17,

f(n,2) dla n = 15 mod 17,

1 dla n =16 mod 17,

f(n> 197P17) - f(n> 197P19) -
1 dlan=0mod 19,
0 dla n # 0 mod 19.

W celu znalezienia wartosci aq9 i bjg postuzono sie
komputerem. Wyznaczanie wartosci a; nawet dla wielkich
liczb naturalnych £ nie jest klopotliwe. W Dodatku
zamieszczony zostal kod procedur w jezyku C++
umozliwiajacy wyznaczenie wartosci a,, oraz f(n,k).

(10)

Wyznaczenie wartosci b1g jako minimum funkcji f(n, 19)
w spos6b sitowy” jest czasochlonne. Nawet po zamianie
tradycyjnej metody wyznaczania wartosci najwiekszego

wspolnego dzielnika ged za pomoca algorytmu Euklidesa
na algorytm binarny gcd2-Steina, czas obliczen na
komputerze domowym o wymienionych wczeéniej
parametrach wynidst prawie 48 godzin. Jest to czas
wielokrotnie dtuzszy niz przy wykorzystaniu wzordw

(7), (8), (9) i (10).
Za pomoca komputera wyznaczono wartosci ai dla
wszystkich £ < 10000 w celu zbadania zachowania

]
OBk Nak=1,2,....

A <7 = |
sie ciagbw ——, log ay oraz
Qg

Wyniki tych badan ilustruje seria zamieszczonych na
marginesach rysunkéw.

Z analizy tych wykresow plyna nastepujace wnioski:
a
1. Wykres wartosci ciagu “htl ulega rozwarstwieniu
ai

w przedziale wartosci (1,3) (rys. 1).
2. Ciag log ay, rosnie liniowo wzgledem k (rys. 2).
log ay,

3. Ciag 0 poczynajac od wyrazu k o numerze

7561 do 10000, ma swoje warto$ci w przedziale
(0,5814,0,5816). Gérna granica przedzialu zostala
przyjeta z pewnym nadmiarem. Wartosé funkcji
eksponent od lewego i prawego kranca przedzialu jest
odpowiednio rowna 1,78854 oraz 1,7888. Jest wysoce
prawdopodobne, Ze granica ciagu limy . §/ax
istnieje i jej poczatkowymi cyframi sg 1,788...
Podziekowanie. Panu Docentowi dr. hab. Andrzejowi Pokrzywie
wyrazamy wdziecznos¢ za pomoc przy dowodzie Lematu 4.

35 Dodatek
. 3
] . s . .
z 27; Wyznaczanie wartosci ciagu a,,
£1s unsigned int an( int n )
11 {
S .
o,g int c_counter=1;
0 2000 4000 6000 8000 10000 buffer[0]=1;
k
Rys. 1. Zachowanie si¢ ciaggu alzzl, while ( c_counter<n )
{
int sum=0;
7000 for (int i=0; i<c_counter; i++ )
6000 - {
~ 5000 P if ( gcd(c_counter+1,i+1)==1)
& 4000 -
% {
23000 — )
2000 // sum+=buffer[i];
1000 }
0 }
0 2000 4000 6000 8000 10000
k buffer[c_counter++]=sum;
Rys. 2. Zachowanie sie ciaggu log ay. ¥
return(buffer[n-1]);
0,70 }
0,60
; 8’28 Wartos$é b9 wyznaczono dwoma sposobami. Pierwszy z nich wykorzystuje
iiojgo wzér (2) i powyzsze wzory (7), (8), (9) i (10). Obliczenia na domowym
0,20 komputerze z procesorem Intel Pentium z zegarem 2700 MHz pozwalaja
0,10 wyznaczy¢ big = 24 014. Wartos$é b9 mozna takze obliczy¢ ,sitowo” bezposrednio

0 +
0 2000 4000 6000 8000 10000
k

Rys. 3. Zachowanie si¢ ciagu log%.
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w oparciu o definicje ciagu by, znajdujac dla ustalonego k& minimum funkcji
okresowej f(n, k) ze wzgledu na pierwsza zmienna n. Znajdowanie wartosci
f(n, k) realizuje ponizsza napisana w jezyku C++ funkcja £2( n, k ).



0,584
0,582

; 0,580 4]

Z 0,578

>

%0576

80,574
0,572
0,570

0 2000 4000 6000 8000 10000
k

Rys. 4. Zachowanie si¢ ciaggu —logkak .

0,5820

= 0,5815

S

o
[
[¢5)
—
[=}

log ay, versu

0,5805 -

0,5800 -
0 2000 4000 6000 8000 10000
k

Rys. 5. Zachowanie si¢ ciggu log%‘

Wyznaczanie wartosci funkcji f(n, k)

unsigned int £2( int n, int k )
{

int op_counter=0;

int num seq=0;

int limit=n+k;
buffer [op_counter++]=n;

do
{

int curr_op = buffer[0];
buffer [0]=buffer[--op_counter];

if ( gcd2(curr_op,limit)==1) num seq++;

for ( int i=curr op+1l; i<limit; i++ )
{
if ( gcd2(curr_op,i)==1) buffer[op_counter++]=i;
}
}while(op_counter>0);
return(num_seq) ;

}

i a=45°N 7"
Rys. 1
S
\ /
\ S0/
h
Rys. 2
D
E
A C
F
B
Rys. 3

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 739. Do naczynia w ksztalcie prostopadloscianu wstawiono przylegajacy

do $cianek bocznych i troche odsuniety od Scianki czolowej klin, a nastepnie do
powstalego w ten sposéb naczynia nalano wody (rys. 1). Zakladajac, ze tarcie
miedzy klinem a $ciankami bocznymi jest zaniedbywalnie male, znalez¢é maksymalny
wspolczynnik tarcia klocka o podloge naczynia, przy ktérym nie bedzie on
spoczywal. Przyjaé, ze szerokosé¢ klina wynosi [ = 20 cm, masa m = 90 g, kat
przy wierzchotku wynosi o = 45°, a wysokos$é stupa wody jest rowna h = 1 cm.
Rozwiazanie na str. 8

F 740. Okragly otwér w dnie naczynia zatkano korkiem w ksztalcie stozka

o polu powierzchni podstawy S (rys. 2). Dla jakiej najwiekszej gestosci korka p
mozna, nalewajac do naczynia wody, spowodowaé jego wyplyniecie? Pole
powierzchni otworu wynosi Sy, napiecie powierzchniowe wody mozna zaniedbac.
Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Waldemar POMPE

M 1240. Rozstrzygnaé, czy istnieje 19-cyfrowa liczba naturalna N podzielna
przez 11 o tej wlasnodci, ze kazda inna 19-cyfrowa liczba otrzymana z N poprzez
zmiane kolejnosci (permutacje) jej cyfr nie jest podzielna przez 11.

Rozwiazanie na str. 2

M 1241. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym AB = BC, AD = DC
oraz XABC = 39X ACD (rys. 3). Dwusieczna kata C AD przecina bok C'D

w punkcie F. Odcinki AC' i BE przecinaja si¢ w punkcie F'. Wykazaé, ze trojkat
CFEF jest rownoramienny.

Rozwiazanie na str. 18

M 1242. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe naturalna, ktérej nie da si¢ przedstawic

w postaci
20 —2b

9¢ _9d’

gdzie a, b, ¢, d sg liczbami catkowitymi dodatnimi.

Rozwiazanie na str. 24
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