Rys. 1

Rys. 2

Ktos méglby nam zarzucié, ze

w rzeczywistym S$wiecie nici pajeczyn
laczg si¢ nie tylko w wezlach, ale rowniez
sa posklejane w powietrzu, bez udzialu
elementéw otoczenia. To prawda, ale

w naszym $wiecie pajaki nie rywalizujg

z nudéw w tkaniu sieci, wiec mozna
zalozy¢, ze opisujemy sytuacje z troche
innego $wiata. ;)

Rys. 3

Rys. 4. Sasiadujace wezly nie moga
mieé¢ wspélnego sasiada, gdyz wtedy
mieliby$my w naszym grafie trojkat!
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Pajecza Rapsodia Pawel NAROSKI"

Bylo piekne pazZdziernikowe popoludnie. Przez wychodzgce na zachdd okno wpadaly
do pokoju ciepluskie promienie stoneczka, wprowadzajgc milg atmosfere blogiego
lenistwa. Pod sufitem siedzialy na $cianie dwa pajeki, ktore dalekowzrocznie
schronity sie juz wewnqgtrz domostwa przed jesienno-zimowym chlodem. Imiona
pajekow sq nieistotne w tej historii. Wspomnigmy moze tylko, Ze dopiero czytane
od konica znaczyly cos w jezyku polskim. Aby przezwyciezyé nude, wieckszy pajok
zaproponowal mniejszemu utkanie pajeczyn, ale zZeby bylo zabawniej, narzucil
dodatkowe warunki, ze pajeczyny muszq mied po szesé wezlow (wezel w pajeczynie
to miejsce, gdzie nié¢ przyklejona jest do otoczenia) oraz nie moze byé w niej trzech
weztow, ktore tworzq trogkat, czyli dla dowolnych trzech weztow w pajeczynie muszq
istnie¢ wsrod nich dwa niepolgczone nicig. Mniejszy pajgk przystal chetnie na
takq propozycje, szczegdlnie ze juz powoli zaczynal glodnieé © nalezato zaczqé
mysle¢ o polowaniu. Po utkaniu zaledwie pieciu nici (rys. 1) zorientowal sie,
zZe juz w Zaden sposob nie moze dodac kolejnej, aby nie utworzyé trojkgta. Jak
ztapaé cokolwiek w tak rzadkq sieé!? Spojrzal na pajeczyne wiekszego pajoka
(rys. 2) i ze zdziwieniem stwierdzil, Ze tamta zloZona jest z dziewieciu nici.
Calkiem porzgdna sie¢! W oczekiwaniu na zlapanie jakiejs zdobyczy, mmniejszy
pajgk postanowil pomysleé, gdzie popelnil blgd. ..

*okok
My tez zastandéwmy sie, jak powinien postapié¢ mniejszy pajak, aby jego sie¢ byla
lepsza. Najpierw sformalizujmy sobie pojecie pajeczyny. W naszym przypadku
dobrym dla niej modelem matematycznym jest graf. Graf sktada si¢ z weztéw oraz
krawedzi i mozemy sobie go wyobraza¢ jako rysunek, na ktérym wezly sa punktami,
a krawedzie to krzywe, ktére lacza niektore z wezléw tak, jak nici w pajeczynie
lacza jej wezly. Przyklady graféw mozna znalezé na rysunkach na marginesie.

Problem naszych pajakéw to skonstruowanie 6-weztowego grafu o mozliwie duzej
liczbie krawedzi niezawierajacego trojkata. Oczywidcie, nie bedziemy si¢ ograniczac
do tak malej liczby wezlow i od razu zajmiemy si¢ tym problemem dla dowolne;j
liczby n wezléw. Szukamy najwiekszej mozliwej liczby krawedzi w grafie o n weztach
niezawierajacym tréojkata, czyli bez trzech weztéw potaczonych krawedziami kazdy
z kazdym. Skonstruujmy sobie pewien graf G. Mamy do dyspozycji n wezléw.
Podzielmy je na dwie czesci tak réwno, jak to tylko mozliwe, tzn. jesli n jest
parzyste, to podzielimy wezly na dwie grupy majace tyle samo (n/2) wezléw,

a jesli n jest nieparzyste, to w jednej grupie bedziemy mieli jeden wezel wiecej
niz w drugiej — grupy te beda mialy licznodci (n — 1)/2 1 (n + 1)/2. Dwa wezly

w naszym grafie beda potaczone krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy naleza do
roznych grup. Przyktadowy graf G jest przedstawiony na rysunku 3. Zauwazmy, ze
nie znajdziemy w nim tréjkata, ale juz nie mozemy dotozy¢ zadnej krawedzi bez
stworzenia jakiego$. A ile graf G’ ma krawedzi? W przypadku n parzystego n?/4,
a w przypadku przeciwnym. . . prawie tyle samo, a mianowicie jego liczba krawedzi
jest najwieksza liczba calkowita nieprzekraczajaca n? /4. Zatem w obu przypadkach
liczba krawedzi nie przekracza n? /4. Czy G ma duzo krawedzi? Okazuje sig, ze graf
bez tréjkatéw, majacy n wezldéw, nie moze mieé ich wiecej! Mozna to wykazad,
stosujac indukcje matematyczna.

Bedzie to indukcja po liczbie weztéw n. Dla malych wartosci n z tatwoscia
sprawdzamy, ze nasze twierdzenie jest prawdziwe. Pierwszy krok indukcyjny
mamy za soba. Zabierzmy si¢ za drugi. Wezmy dowolny n-weztowy graf
niezawierajacy trojkatow. Taki graf musi zawieraé¢ wezel, z ktorego wychodzi
muniej niz n/2 krawedzi. Rzeczywiscie! WeZzmy dwa polaczone krawedzia

wezlty. Nie moga one oba by¢ polaczone krawedzia z tym samym weztem, gdyz
wtedy tworzylyby we tréjke zakazana konfiguracje — trojkat. Zatem lacznie

z naszych dwéch wezldéw moze wychodzié co najwyzej n — 1 krawedzi (n — 2 do
pozostalych wezléw oraz jedna laczaca je), ale to oznacza, ze z ktéregos

z nich wychodzi mniej niz n/2 krawedzi, co chcieliémy wykazaé¢. Usuimy ten
wlasnie wezel 1 wszystkie wychodzace z niego krawedzie. Otrzymany graf ma
n — 1 wezléw i nie zawiera tréjkatéw, bo sie przeciez zaden po usunieciu wezla
nie mégl pojawié¢, wiec z zalozenia indukcyjnego zawiera on co najwyzej
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(n —1)?/4 krawedzi. Nasz wyjsciowy graf zawiera wszystkie te krawedzie oraz
krawedzie wychodzace z usunietego wezta, ktérych jest nie wiecej niz (n — 1)/2.
Stad nasz graf ma co najwyzej (n — 1)2/4+ (n—1)/2 = (n? —1)/4 < n%/4
krawedzi, co bylo do wykazania. Ponadto skonstruowany przez nas graf G jest
jedynym, ktéry realizuje te najwieksza liczbe krawedzi. Udowodnione przed
chwila twierdzenie nosi nazwe twierdzenia Mantela.

M Gdy podstawimy n = 6, widzimy, ze wiekszy pajak utkal najlepsza mozliwa siec.
A co z drugim pajakiem? On postapil najgorzej, jak tylko mozna, gdyz, jak
Taki graf nie moze byé niespéjny, gdy? nietrudno wykazaé, n-wezlowy graf niezawierajacy trojkata o tej wlasnosci, ze
po dolozeniu krawedzi, laczacej wezly po dotozeniu dodatkowej krawedzi tréjkat sie pojawia, nie moze mie¢ mniej niz
réznych sktadowych, tréjkat sie pojawié n — 1 krawedzi
nie moze. A spéjne grafy n-wezltowe maja € ’
co najmniej n — 1 krawedzi. Czytelnik moze sprébowaé skonstruowaé 6-weztowy graf spelniajacy nasze
warunki, majacy jakas poérednia, miedzy ekstremalnymi 5 i 9, liczbe krawedzi.
$okok

Po spalaszowaniu smakowitego komara mmniejszy pajok zakrzyknagl z tryumfem,

ze wie juz, jak nalezy konstruowac dobre sieci bez trojkgtow. Wiedy wiekszy

pajak wysunagl kolejng propozycje — utkania sieci, w ktorej trojkgty mogg byé, ale

nie moze byé czterech weztow, ktore bylyby polgczone nié¢mi kazdy z kazdym. . .
kokok

Hmmm. .. Pajaki zadaly nam nowe zadanie. Od razu zajmijmy si¢ ogélniejszym
problemem. Zbiér r wezléw w grafie, z ktérych kazdy z kazdym jest polaczony
krawedzia, nazwiemy r-klika (czyli tréjkaty to 3-kliki). Teraz nasz problem
wyglada nastepujaco: ile najwiecej krawedzi moze mie¢ n-wezltowy graf
niezawierajacy r-kliki (r > 1)? Skonstruujemy sobie znowu graf. Nazwiemy
go H. Mamy do dyspozycji n weztow. Podzielmy je na r — 1 grup. Krawedzie
w grafie H beda znowu laczy¢ wezly wtedy i tylko wtedy, gdy wezly te naleza
do réznych grup. Nasz graf H nie zawiera r-kliki — jesli wybierzemy dowolne
r weztdéw, to poniewaz grup jest tylko r — 1, co najmniej dwa wezly musza
M naleze¢ do tej samej grupy, a wtedy nie sa one polaczone krawedzia. Zatem
° > nasze dowolnie wybrane r wezléw nie tworzy r-kliki w H. Dotézmy teraz do H
Rys. 5. Przyklad grafu H dla parametréw dowolng krawedz. Wszystkie krawedzie pomiedzy réznymi grupami byly juz
n="7ir=4 obecne w H, wiec nasza dotozona dopiero co krawedz musi taczy¢ wierzchotki
z jednej grupy. Wybierzmy z pozostalych » — 2 grup po jednym wezle i dotézmy
je do tych dwéch weztéw. Mamy r weztow, z ktorych kazdy z kazdym jest
polaczony krawedzia, zatem do H nie mozna juz dolozy¢ zadnej krawedzi, tak
aby caly czas spelnial nasze warunki.

Czy skonstruowalismy tylko jeden graf H? Alez wyszta nam cala rodzina
graféw! Przeciez kiedy dzieliliSmy n wezléw na grupy, to mogliSmy uczynié
to na wiele réznych sposobéw (np. gdy n = 10, a r = 5, to mamy mozliwosci
10=14+143+5=1+2+3+4=2+2+3+ 31ikilka innych). Jak
powinnidmy podzieli¢ nasze wezly na grupy, aby otrzymacé najwieksza liczbe
krawedzi w tak skonstruowanym grafie? Otdz najlepiej tak réwno, jak sie da,
tzn. tak, aby licznosci poszczegdlnych grup réznity sie o co najwyzej 1.

ik e il li .
Wynika to z tego, ze ilocayn k liczb Te odmiane grafu H oznaczymy przez T

sumujacych si¢ do ustalonej wielko$ci N

Ji.CSt najwickszy, gdy kazda z tych A moze jest mozliwo$é skonstruowania grafu w zupelnie inny sposéb tak,

iczb réwna sie N/k, a w przypadku

calkowitym sprowadza sie to do warunku @by nie zawieral on r-kliki i miat jeszcze wiecej krawedzi niz 17 Okazuje sie,

wymienionego w tekscie. ze nie! A graf T, nazywany grafem Turdana od nazwiska stynnego wegierskiego
matematyka, jest jedynym grafem realizujacym te najwigksza (jaka?) liczbe
krawedzi w n-weztowym grafie bez r-klik. Czytelnika zainteresowanego wieksza
ilodcia szczegdldéw na temat tego twierdzenia, zwanego — a jakze — twierdzeniem
Turdna, odsytam do ksiazki Dowody z Ksiegi autorstwa Aignera i Zieglera,
Wydawnictwo Naukowe PWN, 2002.

Kokk

Skoriczylem wlasnie pisaé artykul do ,Delty”. Przeciggajgc sie, spojrzatem pod
sufit i zobaczylem, ze mam tam cale mndstwo pajeczyn o dziwnych, niecodziennych
ksztaltach. Jedna nawet podobna byla do grafu Turdna. .. ,Artykul skoriczony — pora
sie wzigl za sprzgtanie” — pomyslatem, zdejmujgc pajeczyny.
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