Liczby zespolone w geometrii
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Joanna JASZUNSKA

Liczby zespolone to liczby postaci z = a + bi, gdzie a,b € R, za$ i to jednostka

urojona, i2 = —1. Liczby a + bi, ¢ + di saréwne wtedy i tylko wtedy, gdy a = ¢, b = d.
Mozna je reprezentowaé na plaszczyznie: z = (a,b). Wygodniejszy bywa biegunowy
uklad wspotrzednych, wtedy z = (|2, ¢), gdzie modul |z| € R to_odleglos¢ z od 0,
zas p to argument z: kat od dodatniej pélosi poziomej do wektora 0z, z dokladnoscia

do 360° (rys. 1). Katy zawsze mierzymy antyzegarowo.

Dodajemy zwyczajnie: (a + bi) + (¢ + di) = (a + b) + (¢ + d)i. Mdwiac
geometrycznie, liczby zespolone dodajemy tak, jak wektory (rys. 1). Mnozymy
tez zwyczajnie: (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i (bo 2 = —1). Okazuje sie,
ze moduly sie mnozy, a argumenty dodaje. Na przyklad mnozenie przez i = (1,90°)
to obrét o 90° (rys. 2). Liczbe odpowiadajaca punktowi X oznaczamy przez .

Fakt 1. Srodek odcinka Zy 7 to %(21 + z9). Ponadto Zl—Zé =z5— 2z (rys. 1).
Fakt 2. Jesli w kwadracie ABCD mamy a =0, to d =1ib oraz ¢ = b+ ib (rys. 2).
Fakt 3. MnoZenie przez t = (1,60°) to obrét o 60°. Ponadto 1 +t% =t (rys. 3).
Tego typu wlasnosci przydaja sie do rozwiazywania zadan geometrycznych.

1. W sytuacji z rysunku 4 oblicz o+ 3 + 7.

R. Niech d =01ia = (1,1). Suma katéw «, 3,~ to argument iloczynu liczb a, b, c.

Skoro abc = (1 +)(2+4)(3+4i) = 6 + 115 + 6i*> +i* =6 + 115 — 6 — i = 104 oraz
a+fB+v<360° toa+5+v=90°.0

2. Na bokach AB i AC trdjkata ABC' zbudowano, po jego zewnetrznej
stronie, kwadraty ABDFE i ACFG. Punkty M i N sg odpowiednio srodkami
odcinkéw DG i EF. Wyznacz mozliwe wartosci wyrazenia M N : BC.
[Zadanie to pochodzi z LIII Olimpiady Matematycznej.]

R. Niech a =0 (rys. 5). Z faktu 2 mamy g = ic oraz f = ¢+ ic, a takze b = ie oraz

d = e+ ie. Z faktu 1 wyznaczamy m = 3((e + ie) + ic) oraz n = %(e + (c +ic)),

a takize MN =n —m = ile+c+ic—e—ie—ic)=1(c—ie)=3(c—b)= %m Wynik
sam wyszedl! MN : BC=1:2.0

3. Dane sa punkty B i C. Punkt A jest dowolnym punktem ustalonej
poélplaszezyzny wyznaczonej przez prosta BC'. Na bokach trdjkata

ABC' zbudowano, na zewnatrz, kwadraty ABDE i ACFG. Wykaz, ze
wszystkie tak otrzymane proste DF' przechodza przez pewien ustalony
punkt, zalezny tylko od potozenia B i C.

R. Niech b = —1 oraz ¢ =1 (rys. 6). Wtedy d — b =i(a — b) oraz f —c = —i(a — ¢),
czylid+1=1da+ioraz f —1 = —ia+ ¢. Stad po dodaniu stronami d + f = 2i, czyli
$rodek odcinka DF (z faktu 1 jest nim 1 (d + f)) nie zalezy od punktu A. O

4. Tréjkaty rownoboczne Ay B1C, As BoC' i A3 BsC' sa zorientowane
antyzegarowo. Punkty M, M, i M3 sa $rodkami odpowiednio odcinkéw
Ay B3, A3By i A1 Bsy. Udowodnij, ze trojkat My MsMs jest réwnoboczny
1 zorientowany zegarowo.

R. Niech ¢ =0. Dla k£ = 1,2, 3, z faktu 3 zachodzi by = tay, a z faktu 1 mamy

my = %(ak+1 + tax—1), gdzie as = a1 iaop =as. Stadiz 1+ t? = ¢ nietrudno
sprawdzié, ze (ms — mi)t = ma —ma, czyli ze M1 Ms -t = M1 Ms, co daje teze. O

Zadania domowe:

5. Trojkaty A1 As Az, BiBaBs i ApBrCy, dla k = 1,2, 3, sa rownoboczne

i zorientowane antyzegarowo. Wykaz, ze trojkat Cy CsC5 takze spelnia te warunki.
6. Niech A = (3,1), B=(3,—1), C = (7,—1), D = (1,1), O = (0,0). Oblicz
LAOB + «COD.

7. Twierdzenie Napoleona. Na bokach dowolnego tréjkata zbudowano,

na zewnatrz, trojkaty réwnoboczne. Udowodnij, ze ich Srodki tworza trdjkat
rownoboczny.
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