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Klub 44

Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1
z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 —
3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére nadestaty
rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle
Termin nadsytania rozwiazan: 31 VII 2009 punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek
z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
565 (WT = 2,16) i 566 (WT = 1,18)

2 numeru 9/2008 Zadania z matematyki nr 581, 582

Jerzy Witkowski Radlin 42,80 . .
Marcin Kasperski ~ Warszawa 42,50 REdaguje Marcin E. KUCZMA

Adam Woryna Ruda Slaska 42,31 . L, 9 . L.
Andrzej Idzik Bolestawiec 3953 D81. Dany jest n-elementowy zbiér X (n > 4) oraz 2"~ 2 4 1 jego réznych

Zbigniew Galias Krakéw 39,34 podzbiorow. Wykazaé, ze wsrod tych podzbioréw istniejg takie cztery, ktorych

Michal Kieza Warszawa 35,90 ‘2 . . . .
Tomass Warsgawski Krakw a373 CEESC wspolna jest zbiorem pustym lub jednoelementowym.

582. Dowiesé, ze istnieje nieskonczenie wiele par funkcji f, g: R — R, majacych

pochodne wszystkich rzedéw i spelniajacych warunki: f/(0) = ¢’(0) = 1 oraz
(f-9) (@) = " () - g™ ()

dla wszystkich x e R, n=1,2,3,....

Zadanie 582 zaproponowal pan Witold Bednarek z FLodzi.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2009

Przypominamy tresé zadan:

573. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje taki ciag arytmetyczny liczb naturalnych
(a1,...,ay) oraz taki cigg geometryczny liczb naturalnych (by,...,by,), ze
by <ap <by<as <...<bp_1<apn_1<bp<an.

574. W pewnym czworos$cianie wszystkie sfery dopisane sa styczne do Scian czworoscianu w $rodkach
okregow wpisanych w te $ciany. Udowodnié, ze czworoscian jest foremny.

573. Wystarczy znalez¢ ciggi
dodatnich liczb wymiernych

To oznacza, ze trojkaty BDK i BDL sa przystajace, a stad
|<xKBD| = |XLBD|

Ssl7 d h wt Sciach;
K © bodanyct wiasnosciact; , (rysunek 1 przedstawia polplaszczyzny scian BDA i BDC
mnozac ich wyrazy przez wspolny . .
. . . L ,roztozone plasko”).
mianownik dostaniemy ciagi liczb
Rys. 2 naturalnych, o jakie chodzi. Podobnie uzasadniamy, ze |< K BA| = |<IBA| (rysunek 2

Ustalmy k € {1,...,n}. Funkcja (1 + x)k ma w punkcie przedstawia potplaszczyzny ABK i ABC' ,roztozone

zo = 0 pochodng réwna k, wiec jej iloraz réznicowy jest
mniejszy od k + 1 dla z bliskich 0:

k_
7(1“;) LSy

dla x € (0;0r).
Wezmy dowolng liczbe wymierng ¢ > 0, mniejsza od liczb
01,...,0n. Wowczas
A+e)f—1<(k+1)e
Przyjmijmy teraz
ar =14 (k+1e, bp=0+¢)" dlak=1,...,n

Tak okreslone ciagi (a1, ...,an) i (b1,...,b,) spelniaja
postulowane warunki: zachodza nieréwnosci by < ay; zas

dlak=1,...,n.

zaleznosci a1 < by dla k=2,...,n, czayli 1 + ke < (14 ¢)¥,

to nieréwno$¢ Bernoulliego.

574. Wezmy pod uwage sfere dopisana do czworoscianu
ABCD, styczna do sciany ABC w punkcie I, ktory

jest srodkiem kota wpisanego w tréjkat ABC, oraz styczna
do plaszczyzn ABD i BC'D odpowiednio w punktach

K i L. Zauwazmy, ze |BK| = |BL| i |DK| = |DL|.
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ptasko”) — oraz ze |[<LBC| = |XIBC|.

Oczywiscie |XIBA| = |xIBC|; stad |<xKBA| = |XLBC|
i w konsekwencji
|XABD| = |«KBD| - |<xKBA| =

= |«XLBD|—|XLBC|=|«CBD|.
Rozwazajac sfere dopisang, styczng do sciany ABD,
stwierdzamy analogicznie, ze |[<CBD| = |«<CBA|. Zatem
wszystkie katy ptaskie $cian przy wierzchotku B sa réwne:

|XABD| = |XxABC|=|xCBD|=:p.

W ten sam sposéb dowodzimy, ze trzy katy plaskie przy
wierzchotku A sa réwne (oznaczmy ich miare przez «),

katy przy wierzchotku C' sg réwne (v) oraz katy przy
wierzchotku D sg réwne (0).

Patrzac na sumy katéw w tréjkatach ABD i BC'D widzimy,
ze a = . Analogicznie uzasadniamy, ze o« = 3, a = §. To
znaczy, ze wszystkie katy wszystkich scian czworo$cianu
sa rowne. Zatem Sciany sg tréjkatami réwnobocznymi

i czworoscian jest foremny.



Klub 44

Zadania z fizyki nr 478, 479

Redaguje Jerzy B. BROJAN

478. Koto o promieniu » = 30 cm obraca si¢ ze stala predkoscia
katowa w plaszczyznie pionowej. W pewnym momencie od kota
oderwalo sie male cialo (np. kropla wody), a po pewnym czasie
spadto na to samo miejsce kota, przyklejajac sie bez straty
energii (tzn. predkosé ciala i brzegu kola w miejscu upadku
byly jednakowe — zob. rys. 1). Podaé co najmniej dwie wartosci

predkosci katowej w, przy ktérych takie zdarzenie jest mozliwe.

Termin nadsyltania rozwiazan: 31 VII 2009 Opér powietrza pomin@é

Rys. 1

479. Mamy do dyspozycji kondensator o pojemnosci C' naladowany do

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
466 (WT = 1,03) i 467 (WT = 2,71)
z numeru 11/2008

Konrad Kapcia

Jerzy Witkowski Radlin 42,96
Tomasz Wietecha Tarnéw 32,37
Krzysztof Magiera Losiéw

Andrzej Idzik Bolestawiec 27,83
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 26,00

Radostaw Poleski Kotobrzeg

Pan Konrad Kapcia jest od dzisiaj
cztonkiem Klubu 44F.

napiecia U oraz 2 nienaladowane kondensatory, ktérych pojemnosci C7 i Cs
mozemy wybra¢ wedlug zyczenia. Kondensatory mozna dowolnie taczy¢

w obwod, rozlaczac i taczy¢ ponownie. Dobra¢ wartosci C i Cy oraz
Cuzestochowa 44,56 zaprojektowac takie polaczenia i przelaczenia, aby korzystajac tylko z energii
zmagazynowanej w pierwszym kondensatorze uzyskaé¢ baterie natadowana do
28.30 napigcia 2U i o maksymalnej mozliwej pojemnosci zastepcze;.

Czy mozliwe jest wytworzenie napiecia 2U, jesli poza kondensatorem
23,27 naladowanym dysponujemy tylko jednym kondensatorem dodatkowym oraz
zwojnica? Jesli tak, to jaka pojemnos¢ baterii mozna uzyskaé?

Rozwigzania zadann z numeru 1/2009

Przypominamy tresé zadan:

470. Wagon o dlugosci [ jechal ze stalyg predkoscia po torze poczatkowo prostoliniowym, ktory
poczawszy od pewnego punktu przechodzi w tuk okregu o promieniu znacznie wigkszym od [, bez

471. Wzdluz osi pionowo ustawionej dlugiej zwojnicy wisi nié, a na nici
kulkami na konicach (rys. 2). Promien zwojnicy jest réwny r, liczba zwojéw na jednostke jej

diugosci — n, dlugosé preta — [, tadunek kazdej z kulek — ¢, masa kulki — m, a mase samego preta
mozna poming¢. Jesli ni¢ nie wywiera na pret zadnego momentu sity, to jakim wzorem jest dana

przechytu bocznego. Wézki wagonu sa rozmieszczone w odlegtoéci d od jego $rodka, ich rozmiary sa
male, a masa wagonu jest roztozona réwnomiernie wzdluz jego dlugosci. Niech F; bedzie wartosciag
sily poziomej dzialajacej na szyne ze strony pierwszego wézka po jego wejéciu w tuk, gdy drugi
wozek jeszcze poruszal si¢ po prostej, natomiast F — wartodcia tej sily, gdy caly wagon znalazt si¢
na tuku. Jesli Fy = %Fz, to jaki wynika stad wniosek na temat stosunku d do 1?7

poziomy pret z dwiema

predkosé katowa, jaka uzyska pret po wlaczeniu zasilania zwojnicy pradem stalym o natezeniu 17

Rys. 2

470. Rozpatrujemy ruch wagonu w ukladzie
inercjalnym, w ktérym drugi wézek pozostawal
nieruchomy az do jego wejscia w zakret. Wprowadzmy
oznaczenia: v — predkosé wagonu, m — jego masa,

R — promien tuku. Ruch wagonu po wejéciu pierwszego
wozka w zakret jest obrotem wokél osi przechodzacej
przez drugi wozek, z przyspieszeniem katowym réwnym

a 7}2

“T 24" 2Rd’
gdzie a jest przyspieszeniem dosrodkowym pierwszego
wozka. To wyrazenie nalezy przyrownac do ilorazu
momentu sity Fy (ktérej ramieniem jest odcinek 2d)
przez moment bezwtadnosci I wzgledem osi obrotu.
Zgodnie z twierdzeniem Steinera

1
I=m(d®+=I°
()

a dalej znajdujemy

mu? 2
B="x (H 12d2)'

Gdy oba woézki znalazly sie na tuku, predkos$¢ katowa
wagonu pozostawala stala, a sila F, byla réwna polowie

sity odsrodkowej

mv2

Fy— ——.
27 9R
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Czy zjawisko to da si¢ praktycznie zaobserwowaé przy realnych wartosciach wszystkich danych?

7 przyrownania I} = %Fg znajdujemy
d/l =1/V6 = 0,408.

471. Warto$¢ strumienia indukcji magnetycznej
wytworzonego przez zwojnice jest dana wzorem
® = B -7mr? = pomnlr?.
Zgodnie z réwnaniem Maxwella pochodna ® po czasie
rowna jest krazeniu pola elektrycznego. Wybieramy
kontur bedacy okregiem o $rednicy [ i wyznaczamy
sile F' dzialajaca na kazda z kulek
q d®
wl dt’
Predkos$é v uzyskana przez kulki jest réwna calce z F'
po czasie, podzielonej przez mase. Stad znajdujemy
szukana predkosé¢ katowa w:
20 2 ¢q 2qnir?

YTT T im0
Przyjmijmy r = 2 cm, n = 200/cm = 2 - 10*/m,
l=10cm, m=1g, I =50 A. Aby oceni¢ wartosé¢ q
zalézmy, ze kulke o promieniu 1 cm tadujemy napieciem
10 kV (z maszyny elektrostatycznej). Wynikiem jest
g ~ 10 nC i ostatecznie w ~ 1075 rad/s. Jak wida¢,
efektu pobudzenia ruchu preta nie da si¢ zaobserwowadé
w tych warunkach.

F=qF =



