Informatyczny kacik olimpijski (19):
Plan zajec¢

W tym miesigcu omdéwimy zadanie, ktére pojawilo sie¢
na Obozie Naukowo-Treningowym im. A. Kreczmara
w 2007 r.

W nowo powstalej szkole wybudowano s sal wyktadowych,
zatrudniono n nauczycieli i ogltoszono nabor do k klas.
W szkole bedzie nauczanych p przedmiotow. Kazdy
przedmiot ma przypisanego nauczyciela, ktory bedzie go
wykladal, oraz klase, ktora bedzie na te wyklady uczeszczala.
Kazdego dnia na dany przedmiot ma byé przeznaczona
jedna godzina lekcyjna. Nalezy wyznaczyc plan zajeé

w szkole, tak by zminimalizowacé czas, w ktorym w szkole
przebywajq uczniowie.

Dla przyktadu zatézmy, ze w szkole zatrudnionych jest
dwdéch nauczycieli, sa dwie klasy oraz szesé przedmiotdw:
(1,1), (1,1), (1,2), (2,2), (2,2), (2,2). Tutaj przedmioty
opisujemy jako pary (numer nauczyciela, numer klasy).
Zauwazmy, ze dany nauczyciel moze wykladac¢ danej klasie
wiecej niz jeden przedmiot.

Jedli mamy do dyspozycji tylko jedna sale wykladowa,
to szkola bedzie musiala by¢ otwarta przez 6 godzin
(zadne zajecia nie moga odbywadé sie réwnolegle,

a mamy ich szes$¢). Ale juz dysponujac dwiema salami,
mozna skrécié¢ ten czas do czterech godzin. Optymalny
plan moze wygladaé¢ nastepujaco:

godz. | sala 1 | sala 2
1 (1,2) —
2 (2,2) —
31 (L) ] (2,2
4 (1,1) | (2,2)

Zadanie mozna sformutowaé¢ w jezyku teorii graféw.
Zbudujmy (multi)graf dwudzielny, ktérego wierzchotkami
sa nauczyciele i klasy, a krawedziami przedmioty (jesli
nauczyciel u ma uczy¢ klase v m przedmiotow, to mamy
m krawedzi laczacych wierzchotki w i v w grafie). Stopniem
wierzchotka nazwiemy liczbe krawedzi, ktore koncza

sie w tym wierzchotku. Ponadto przez A oznaczymy
maksymalny stopien wierzchotka w grafie (w naszym
przykladzie A = 4).

nauczyciele klasy
1 1
2 2

Niech g bedzie minimalna liczba, dla ktérej istnieje

plan zajeé, ktory wymaga otwarcia szkoly na doktadnie
g godzin. Z tredci zadania wynikaja dwa oczywiste dolne
ograniczenia na g. Poniewaz zaden nauczyciel nie moze
prowadzi¢ dwoch zajeé naraz ani zadna klasa nie moze
uczestniczy¢ w wiecej niz jednych zajeciach naraz, wiec
g = A. Co wiecej, jesli mamy do dyspozycji s sal, to

z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze g > [p/s].
Okazuje sie, ze sa to jedyne ograniczenia i

o (o2

jest optymalnym rozwigzaniem zadania.

19

Zanim to wykazemy, przypomnijmy kilka poje¢ z teorii
graféw. Skojarzeniem w grafie nazywamy taki podzbiér
krawedzi M, ze zadne dwie krawedzie z M nie maja
konica w tym samym wierzchotku. Kolorowaniem
krawedziowym grafu na ¢ koloréw nazywamy rozktad
zbioru krawedzi na sume c roztacznych skojarzen

(cze$é z nich moze by¢ pusta). Zatem, aby rozwiazacé
zadanie, musimy znalez¢ rozklad grafu na g roztacznych
skojarzen, z ktérych kazde bedzie zawierato co najwyzej
s krawedzi (krawedzie nalezace do danego skojarzenia
reprezentujg przedmioty, ktére beda prowadzone w tym
samym czasie — ich przydzial do sal jest dowolny).

Udowodnimy najpierw, ze kazdy graf dwudzielny

mozna pokolorowaé¢ na A koloréw. W tym celu podamy
algorytm, ktoéry bedzie kolorowal kolejne krawedzie
grafu. Powiedzmy, ze chcemy teraz pokolorowaé krawedz
u—v. W wierzchotku u na pewno nie uzyliSmy jeszcze
wszystkich koloréw; powiedzmy, ze zostal czerwony.
Bedziemy zatem chcieli pokolorowaé u—wv na czerwono.
Jedli w v nie uzyliSmy czerwonego, to mozemy to zrobic.
W przeciwnym przypadku nie uzyliSmy tam jakiegos
innego koloru (np. niebieskiego). Konstruujemy teraz

w grafie Sciezke v—u;—v1—us—wvo— ..., ktérej
krawedzie sa na przemian czerwone i niebieskie. Szukamy
przy tym Sciezki maksymalnej, tj. (jakiejkolwiek) takiej,
ktérej nie da sie juz przediuzy¢. Sciezka kiedys sie skonczy
(zaden wierzcholek nie moze wystapi¢ na niej dwukrotnie,
bo to by oznaczalo, ze pewne dwie krawedzie, ktore si¢
w nim koncza, sa obie czerwone albo obie niebieskie)

i wtedy bedziemy mogli zamieni¢ kolory na tej $ciezce
(niebieski na czerwony i na odwr6t) i pomalowaé u—uv
na czerwono. Zauwazmy, ze $ciezka nie mogta zawieraé
wierzchotka u, bo musialaby wchodzi¢ do niego niebieska
krawedzia, zatem u—v—u;—v1— ... —u byloby cyklem
nieparzystej dlugosci, ktérego w grafie dwudzielnym

by¢ nie moze.

Umiemy zatem roztozy¢ graf na sume A roztacznych
skojarzen; niektore z nich moga jednakze mie¢ rozmiar
wiekszy niz s. Aby to naprawié¢, przyda nam sie jeszcze
jedna obserwacja: jesli M i N sa rozlacznymi skojarzeniami
i |M| > |NJ, to istnieja rozlaczne skojarzenia M’ i N,
takie ze |M'| = |[M| —11i |[N'| =|N|+ 1 oraz M' UN' =
= M U N. Dowdd tej obserwacji jest analogiczny jak dowdd
twierdzenia Berge’a o istnieniu $ciezki powiekszajacej
wzgledem skojarzenia, ktére nie jest najliczniejsze (mozna
pokazaé, ze istnieje $ciezka dlugosci nieparzystej, ktorej
krawedzie naprzemiennie naleza do M i N') — opracowanie
jego szczegolow pozostawiam Czytelnikowi.

Teraz do podzialu dodajemy g — A pustych skojarzen.
Dopéki mozemy znalezé dwa skojarzenia, ktérych moce
réznig sie o wiecej niz 1, aplikujemy do nich powyzsza
obserwacje. Poniewaz g > [p/s], to na koncu wszystkie
skojarzenia beda mialy rozmiar s lub s — 1, czyli taki,
jak trzeba.

Zauwazmy na koniec, ze zaréwno kolorowanie grafu,
jak i poprawianie kolorowania, mozna zrealizowac

w czasie O(p?).
w’) Tomasz IDZIASZEK



