Grawitacja i geometria — szybki przeglad

)

A= (A1 Ay, A3) = (af — 2f 2f — 2, of — of)

Rys. 2. W malym otoczeniu punktéw
mozemy geometri¢ zakrzywionej
przestrzeni przybliza¢ geometria
euklidesowg.
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Ogolna teoria wzglednosci nauczylta nas, ze geometria jest nieodlaczna czescia
wspolczesnej fizyki. W teorii tej Albert Einstein wskazal geometrii miejsce
rownowazne temu, ktére zajmuje materia. Sprawil, ze ta pierwsza stala sie
obiektem dynamicznym i zaczeto pytacé o jej ewolucje i ksztalt. Wymagalo

to stworzenia nowego, geometrycznego jezyka, ktérym dzi$ postuguje sie
wspolczesna fizyka. Mimo iz ogélna teoria wzglednosci jest dosé dobrze
spopularyzowana, podobnie jak wynikajaca z niej wspotczesna kosmologia,

to jej geometryczny opis jest mniej znany szerokim rzeszom czytelnikow.

W niniejszym artykule postaram sie uzupetnié¢ te luke.

Zacznijmy od nauczanej w szkole fizyki, ktora odwoluje sie do poje¢
wprowadzonych jeszcze przez Izaaka Newtona. Uprawiajac fizyke newtonowska,
mamy do dyspozycji z géry zadang geometrie. Absolutna przestrzen jest
przestrzenig euklidesowa, z ktora zapoznajemy si¢ juz na poczatku szkoty
podstawowej. Dodatkowo dysponujemy absolutnym czasem, ktéry jest od
przestrzeni niezalezny i plynie jednostajnie wtasnym torem.

Przestrzen euklidesowa mozemy modelowac¢ za pomoca iloczynu kartezjanskiego
trzech kopii zbioru liczb rzeczywistych, tj. R3. Punkty takiej przestrzeni to
uporzadkowane trojki liczb @ := (1, 22, x3). Podstawowymi obiektami sa
wektory przesuniecia, a wiec wektory, ktére mozemy sobie wyobrazié¢ jako
strzalki taczace dwa dane punkty, z ktorych jeden jest punktem poczatkowym,
a drugi koncowym.

W przestrzeni euklidesowej mozemy poréwnywaé dwa wektory, bez wzgledu

na to, jakie punkty je wyznaczaja. Pomaga nam w tym piaty aksjomat
Euklidesa, ktéry mowi o tym, ze na plaszczyznie przez punkt poza prosta
mozna poprowadzi¢ dokladnie jedna prosta z nig rozlaczna. Mamy zdefiniowany
iloczyn skalarny

A-B:=ABy + AyBs 4+ A3B3,

ktory pozwala obliczaé¢ dlugosci wektoréw i kat pomiedzy nimi. Za pomoca tego
iloczynu mozemy wyznacza¢ dlugo$é dowolnej krzywej. Mozemy tez zdefiniowaé
odcinek ,prosty” jako krzywa o minimalnej dlugosci taczaca dane dwa punkty.

W przypadku dowolnych przestrzeni powyzsze podejscie moze nie by¢ stuszne.
Po pierwsze, piaty aksjomat Euklidesa moze nie by¢ spelniony. Po drugie, dwa
punkty nie musza wyznaczaé wektora. Po trzecie, nie mozemy poréwnywac
wektorow zaczepionych w réznych punktach. Geometria moze by¢ euklidesowa
tylko w matej skali, tzn. w otoczeniu dowolnego punktu mozemy ja za taka
uwazaé, o ile nie oddalamy si¢ za daleko.

Musimy poradzi¢ sobie jeszcze z problemem absolutnego czasu. Czas musi staé¢
sie nieodlaczna czedcia geometrii, ktora stanie sie geometria czasoprzestrzeni,
a nie tylko przestrzeni. Aby poradzi¢ sobie z tymi problemami, fizycy
potrzebowali nowego aparatu matematycznego — stworzonej przez Riemanna
geometrii rézniczkowej. Podstawowymi, uzywanymi przez nich obiektami, sa:

1) Pewien zbiér, ktéry nazywamy rozmaitoécia. Ma on te wlasnosé, ze lokalnie,
w odpowiednio malym otoczeniu kazdego punktu, wyglada on jak R*. Sprawia
to, ze otoczenie kazdego punktu mozemy w pewien niejednoznaczny sposéb
utozsamié¢ z podzbiorem R*, ale nie mozemy tego zrobié¢ globalnie. Jest to
sytuacja podobna do tej, z jaka mamy do czynienia, zyjac na powierzchni Ziemi.
Poruszajac sie w swoim miescie, nie jestedmy w stanie poczucé jej kulistosci,

a nasze otoczenie wydaje sie plaskie. Mape naszego miasta mozemy narysowaé
z doskonalg doktadnoscia na ptaskiej kartce papieru, a dane miejsce moze
znajdowaé sie na kilku réznych mapach sposrod wielu pokrywajacych glob.

2) W kazdym punkcie naszej przestrzeni mamy zaczepiona pewng przestrzen
ywszystkich mozliwych predkosci”, jakie moze mieé cialo, poruszajac sie
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Rozwigzanie zadania M 1240.
Taka 19-cyfrowa liczba N istnieje,
np. N =2121...12.

Wiadomo, ze k-cyfrowa liczba

n =arar_1...aza1 jest podzielna
przez 11 wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba S = a1 —as +asz —aq + ... jest
podzielna przez 11. Stad wynika, ze
liczba N jest podzielna przez 11.

Wykazemy teraz, ze kazda inna liczba
n = ajgdis ...azai, otrzymana z N
poprzez permutacje jej cyfr, nie jest
podzielna przez 11.

Poniewaz wsréd cyfr ai,asz,...,a19
liczby n jest dokladnie 10 dwdjek

i 9 jedynek, wigc liczba S jest
nieparzysta. Ponadto —7 < § < 11.

Stad wynika, ze liczba n jest podzielna
przez 11 wtedy i tylko wtedy, gdy S = 11.
To jednak jest mozliwe jedynie wtedy,
gdy n = N.

po krzywej przechodzacej przez ten punkt. Wyrazenia w cudzyslowie nie nalezy
rozumie¢ zbyt dostownie. Ma ono na celu wywolaé¢ pewne skojarzenie

i pobudzi¢ intuicje. Przypominam jednak, ze nie mamy juz absolutnego czasu

i &cista definicja wymaga matematycznej starannosci. W odréznieniu od
przypadku przestrzeni euklidesowej nie mozemy poréwnywaé ,,predkosci”

w réznych punktach.

3) W kazdym punkcie z osobna mamy iloczyn skalarny dla wektoréw
spredkosci” zdefiniowanych powyzej. Bedziemy go oznaczali przez g(z), gdzie
x przypomina nam o tym, ze wielkosé¢ ta zalezy od punktu. Pozwala nam on
obliczyé¢ dlugosci predkodci i kat pomiedzy nimi, ale tylko w danym punkcie.

Zdefiniowane obiekty umozliwiajg nam obliczenie dlugosci krzywej. Postuze sig
tutaj przykladem podrézy samochodem. Znajac wskazanie predkosciomierza

w kazdej chwili, mozemy obliczy¢ dystans, jaki pokonalismy. Gdy w geometrii
nie mamy zdefiniowanego iloczynu skalarnego dla predkosci w kazdym punkcie,
to tak, jakbydmy poruszali si¢ samochodem, w ktérym predko$ciomierz nie ma
skali, a widzimy jedynie wychylajaca sie wskazéwke. Zdefiniowany obiekt g(x)
pelni role skali, ktéra w kazdej chwili ruchu doktadamy do tarczy. Przypominam,
ze jest to tylko obraz intuicyjny, a glebsze zrozumienie tych kwestii wymaga
matematycznej doktadnosci. Mozemy teraz zdefiniowacé odcinek ,prosty”, ktéry
w ogdlnym przypadku nazwiemy geodezyjna, jako krzywa, ktéra taczy dwa
punkty i ma ekstremalna dtugosé.

Dodajmy, juz bez wchodzenia w szczegdly, ze obiekt g(x) pozwala przesuwaé
wektory ,réwnolegle” pomiedzy punktami. Gdy dwa wektory sa juz zaczepione
w tym samym punkcie, potrafimy je poréwnacé. Okazuje sie jednak, ze
przesuwajac wektor wzdtuz réznych drog, mozemy otrzymaé rézne wyniki.
Zdarza sie to w sytuacji, gdy przestrzen nie jest plaska.

Ogdlna teoria wglednoéci laczy materie z geometriag za pomoca réwnan Einsteina
Glgl =T,

gdzie G jest wielko$cia, ktdéra obliczamy za pomoca obiektu ¢ i jego pochodnych,

natomiast 7' jest obiektem opisujacym materi¢. Rozwiazywanie tych réwnan

polega na znajdowaniu g. Jest to zadanie do$¢ trudne i w ogdlnosci niewykonalne.

Dlatego fizycy staraja sie uprosci¢ to postepowanie, czyniac pewne zalozenia

na temat materii (7') lub na temat symetrii czasoprzestrzeni, co ma swoje

odzwierciedlenie w postaci g.

Rozwazajac czasoprzestrzen calkowicie pozbawiona materii (T = 0), ktéra jest
sferycznie symetryczna, otrzymujemy rozwiazanie opisujace czarna dziure.
Ciekawe, ze rozwiazanie takie ma jeden wolny parametr, ktéry okazuje si¢

by¢ masa w rozumieniu grawitacji Newtona. Analogie te znajdujemy, badajac
ruch czastek probnych daleko od centrum symetrii. Poruszaja si¢ one tak,

jak gdyby znajdowaly si¢ w newtonowskim polu grawitacyjnym masy M,
mimo iz, jak wspomnialem na poczatku, rozwazaliémy pusta czasoprzestrzen.
Rowiazanie to ma réwniez te wlasnosé, ze srodek symetrii jest punktem, ktéry
fizycy nazywaja osobliwoscia — miejscem, gdzie teoria si¢ zalamuje, gdyz pewne
wlasnosci geometrii stajg sie tak ekstremalne, a opisujace geometri¢ parametry
nieskonczone, ze przestajemy wierzy¢ w mozliwosé istnienia takich warunkéw
w przyrodzie (matematycy zdaja sie zachowywaé zimna krew w obliczu takich
nieskonczonosci).

Rozwazajac inny model, w ktorym Wszechswiat wypelniony jest pylem — za ziarenka
tego pytu stuzg galaktyki! — otrzymujemy modele kosmologiczne. Dodatkowo
czynimy zalozenie, uzasadnione doswiadczalnie, ze Wszechswiat jest jednorodny
i izotropowy. Oznacza to tylko tyle, ze wyglada on tak samo, bez wzgledu na to,
w ktorym kierunku i z ktérego miejsca go obserwujemy. Zalozenia te okazuja sie na
tyle silne, ze pozwalaja sprowadzi¢ ewolucje Wszechswiata do badania jednej funkcji
a(t), gdzie t jest wspolrzednosciowym czasem Wszech$wiata. Czasoprzestrzen
modelu kosmologicznego mozemy pociaé na tréjwymiarowe plastry, ktore nastepuja
po sobie. O kolejnosci ich nastepowania méwi parametr t. Wszystkie plastry sa
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Cczas

Rys. 3. W rozszerzajacym sie
Wszech§wiecie przestrzen ,puchnie”.
Wazrost odleglosci migdzy ustalonymi
punktami-galaktykami opisuje
funkcja a(t).

takie same i moga by¢ nieskorficzone. Liczba a(t) méwi nam o tym, jak zmienia
sie skala tych plastréw. Na przykiad, w tzw. modelu ptaskim poszczegolne
plastry sa trojwymiarowymi przestrzeniami euklidesowymi. Gdy zaznaczymy
dowolne dwa punkty (tj. odlegte galaktyki), to ich fizyczna odleglosé bedzie
zmieniala si¢ zgodnie ze wzorem L = a(t)Lg. Model kosmologiczny przewiduje,
ze dla odpowiednio matego parametru ¢ czynnik skali wyniesie 0 i caly
nieskonczony plaster zostanie $cisniety tak, ze odlegltosé dowolnych dwdch
punktéw wyniesie zero — i gestosé Wszech§wiata bedzie nieskoniczona. Podobnie
jak w przypadku sferycznie symetrycznym jest to punkt, w ktérym zatamuje
sig teoria. Te¢ osobliwos¢ nazywamy popularnie Wielkim Wybuchem, cho¢

dzi$ miano to zarezerwowano raczej dla procesu, w ktérym wytonit sie goracy,
wypelniony promieniowaniem Wszech$wiat.

Istnienie tych dziwnych punktéw sprawia, ze fizycy obdarzaja teorie malym
zaufaniem w ich otoczeniu. Wierza, ze tak jak dla materii, gdzie teoria kwantowa
rozwigzala wiele problemoéw z niepozadanymi nieskonczonosciami, odpowiednia
kwantowa teoria grawitacji i geometrii zapewni rozwiazanie problemu osobliwosci.
Jednak, choé¢ wielu fizykéw glowi sie nieustannie nad sformutowaniem takiej
teorii, jak dotad ostateczna odpowiedZ wymyka si¢ umystom badaczy, tworzacych
konkurencyjne modele. Jeden z takich modeli — petlowa kwantowa grawitacja —
pozwala przeformutowac ogdlnag teorie wzglednosci w sposob, ktory czyni ja podobna
kwantowym teoriom opisujacym materi¢. Postepujac analogicznie jak w tamtych
przypadkach, otrzymujemy nowy model kosmologiczny, w ktérym nie wystepuje
poczatkowa osobliwo$¢ Wszechswiata. W modelu tym Wszech§wiat dawno temu
kurczyl sie, osiggajac stan o maksymalnej gestosci, po czym zaczal sie rozszerzac
i rozszerzanie to trwa po dzi$ dzien.

Czy jest to dobry opis? Tego zagwarantowa¢ nie mozna, model wymaga bowiem
wciaz wiele pracy dla jego lepszego zrozumienia. By¢é moze jednak jesteSmy
$wiadkami wylaniania sie odpowiedzi na trapiacy od dawna fizykéw problem
poczatkowe] osobliwosci. . .

Przedstawiony tutaj obraz jest, oczywiscie, bardzo uproszczony i niepelny.
Czytelnika Wnikliwego, ktéry chciatby dowiedzieé sie czegos$ wiecej o grawitacji
i geometrii, odsytam do podanej ponizej literatury:

1) R. Penrose, Droga do rzeczywistosci.

2) M. Heller, Ewolucja kosmosu i kosmologii.

3) W. Kopczynski, A. Trautman, Czasoprzestrzen i grawitacja.

4) B. F. Schulz, Wstep do ogdlnej teorii wzglednosci.
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Konkurs zadan astronomicznych

A 9. Brazowy karzel o rozmiarach Jowisza (promienr R = 70000 km) ma
temperature powierzchniowa 7" = 1400 K. Jaka jest moc jego promieniowania
w stosunku do mocy Stonca, ktérego temperatura powierzchniowa jest réwna
T = 5800 K? Brakujaca dana wez z tablic. [1 pkt]

A 10. Energia wyzwolona przy syntezie jednego jadra helu z czterech protonéw
to 27 MeV. Proces syntezy helu w jadrze gwiazdy typu Stonca ustaje po zuzyciu
10% zapasu wodoru, natomiast gwiazda nadal moze pali¢ wodér w powloce

na zewnatrz helowego jadra. Jak dlugo bedzie trwac swiecenie takiego Stonca
kosztem spalania wodoru, jesli proces zakonczy sie po zuzyciu 13% calkowitego
zapasu paliwa? Przyjmij mase Slofica réwna 2-10%° kg, jego jasnosé 3,8 - 1026 W,
a wodér niech stanowi 70% masy Stofca. [2 pkt]

Rozwigzania zadan z numeru 3/2009

A 5. Jezeli o oznacza powierzchnie boiska, A 6. Odlegtoéé mgltawicy = 4,7 - 10'° m. Promiefi katowy
a S = 1360 W/m? stala stoneczng, to czas oczekiwanego mgtawicy 1,75 - 10~ rad, co odpowiada 8,2 - 10*? km. O ile

naswietlania boiska wynosi

ekspansja mgtawicy zachodzi jednostajnie, to czas ekspansji

t=4-10"/(0S) = 4,2-10% s = 13,3 lat. wynosi 5,5 - 10! s, czyli 17500 lat.
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