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Rys. 1. Uktad wspélrzednych
w przestrzeni tréjwymiarowej
z przykladowym punktem P
i wektorem P.
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Rys. 2. Szyba podzielona na 4 x 4
kwadracikéw. Zaznaczono wektor E dla
kwadracika (3, 2).

Rys. 3. Droga promienia od oka do zrédla
Swiatla.
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Sledzenie promieni
Tomasz IDZIASZEK "

Tréjwymiarowa przestrzen. Cata zabawa odbywadé sie bedzie

w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Wprowadzmy w tej przestrzeni
uktad wspoélrzednych jak na rysunku 1. Wspolrzedne punktu P bedziemy
oznaczaé przez (rp,yp, 2p). Srodkiem ukladu wspéirzednych jest punkt

O = (0,0,0). Dla punktéw P i Q mozemy zdefiniowaé¢ dziatanie odejmowania,
w wyniku ktérego uzyskujemy wektor:

P—Q=lzp—2qQ,yp —YqQ,2p — 2Q]-

Wektory zapisujemy w kwadratowych nawiasach, przy czym dla punktu P
zapis P bedzie oznaczal wektor P — O. Dlugos$¢ wektora P definiujemy jako

|P| = \/2b +y3 + 23

Majac dane dwa wektory Pi Cj, mozemy zdefiniowaé ich iloczyn skalarny
wzorem

— —

P-Q= TprQ +YpryqQ + 2p2qQ-

Jesli «a jest katem miedzy wektorami Pi Q, to prawdziwa jest zalezno$é
1) P-G =Pl cosa.

Scena a ekran komputera. Wyobrazmy sobie, ze w punkcie O tréjwymiarowej
sceny znajduje si¢ oko, patrzace wzdtuz osi Oz (patrz rysunek 2).

W plaszczyznie z = zp znajduje sie¢ kwadratowa szyba o boku dlugosci 2.

Jezeli pole widzenia oka ograniczone jest do powierzchni szyby, to kazdy
promien wpadajacy do oka przecina szybe w pewnym punkcie F = (zg,yg, 25).
Podzielmy teraz powierzchnie szyby na w x w malych kwadracikow i dla
kazdego kwadracika (i, j) zapamietajmy natezenie swiatla, ktére mial promien
przechodzacy przez srodek kwadracika:

fori:=0tow—1do
for j:=0tow—1do
yp i =—2i+1)/w+1
zp =27+ 1)/w—-1
t[i, j] := natezenie(x g, yg, 2E)

Jedli teraz zamiast szyby umiescimy ekran o rozdzielczosci w x w pikseli

i jasnosé piksela (i, j) ustawimy na t[i, j|, to, gdy w bedzie dostatecznie duze,
oko nie zauwazy réznicy. Tym sposobem udalo nam sie przenie$¢ trojwymiarowa
scene na dwuwymiarowy ekran.

Przecinamy kule. Musimy zatem umie¢ obliczyé¢ natezenie Swiatla przenoszone
przez promien réwnolegly do wektora E (tzn. poprowadzony wzdluz tego
wektora). W rzeczywistym $wiecie promien $wiatla jest emitowany przez zrédio
Swiatla (np. zaréwke) i biegnie przez $wiat, odbijajac sie i zalamujac, by dotrzeé
w koncu do naszego oka. W naszym programie sprébujemy odtworzy¢ droge
promienia od konca, tzn. od oka do zrédla swiatla.

Nasz $wiat bedzie bardzo prosty: w punkcie L umiescimy malutka zaréwke,
ktéra bedzie emitowala Swiatto o stalym natezeniu I réwnomiernie we
wszystkich kierunkach. W punkcie S umieécimy za$ kule o promieniu r (patrz
rysunek 3).

Teraz kazdy promien $wiatla, ktéry dotart do oka (tak naprawde to prawie kazdy
— pomijamy jedyny promien biegnacy bezposrednio z zaréwki; zrodlo $wiatla
traktujemy jako punktowe), musial odbi¢ sie od punktu na powierzchni kuli.
Naszym zadaniem bedzie zatem sprawdzié¢, czy promien OF przecina kule, i jesli
tak, to w jakim punkcie.
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Rys. 4. Strumien $wiatta o maltym
przekroju D o$wietla powierzchnig %,
gdzie o jest katem miedzy wektorami
Ni K. Tak wiec natezenie $wiatlta

w punkcie P wynosi Ia, gdzie I jest
natezeniem zrédta Swiatla. Pytanie

do Czytelnika: dlaczego natezenie
$wiatla docierajace do oka nie zalezy od
potozenia oka wzgledem punktu P?

Zalézmy, ze promien przecina kule w punkcie P = O + tE dla pewnego
dodatniego t. Punkt ten musi leze¢ na sferze, zatem odleglo$é miedzy punktami
S 1 P musi wynosi¢ r:
(tap — :Us)2 + (tyg — ys)2 + (tzg — ZS)2 =72,
Grupujac wyrazy wzgledem poteg ¢, otrzymujemy
t2(z% +yh + 2%) — 2t(xprs + Ypys + 2pzs) + 1% FyE + 25 —r? =0,
co mozna zapisaé zwiezlej, korzystajac z dlugosci wektora i iloczynu skalarnego:

t2|E]? —2tE- S+ |S]> =% = 0.

Rozwiazujac réwnanie kwadratowe, dostajemy

A =4(E-8)* —4|EP(|S]? —r?),

@ _2E-S+VA

2| E|?
Jesli A < 0, to réwnanie nie ma rozwigzan, zatem promien nie przecina kuli,
dla A = 0 promien jest do kuli styczny. W przeciwnym przypadku promien
przecina sfere w dwéch punktach, a nas interesuje punkt znajdujacy sie blizej
oka, czyli odpowiadajacy mniejszej wartosci parametru t. Poniewaz mianownik
w réwnaniu (2) jest dodatni, mniejszy pierwiastek uzyskamy, wybierajac wzor
z minusem. Zatem ostatecznie szukanym punktem jest

.5 J(B-§7 —1BP15P )
b on Vo 2 IBRSE 1)
B2

Podazamy w kierunku swiatla. Przyjmiemy teraz zalozenie, ze powierzchnia
kuli jest matowa i promienie padajace na powierzchni¢ odbijaja si¢ od niej
réwnomiernie we wszystkich kierunkach. Ponadto zatozymy, ze natezenie $wiatta
padajacego na powierzchnie jest wprost proporcjonalne do kosinusa kata miedzy
wektorem prostopadlym (tzw. normalnym) do powierzchni a wektorem padania
Swiatta. Taki model oswietlenia nazywa si¢ modelem lambertowskim, ilustruje go
rysunek 4.

Wektor padania swiatta jest nastepujacy:

. L—P
Kp=—"—-.
Pl Pl

A jak wyznaczy¢ wektor normalny do powierzchni sfery w punkcie P? Rowniez
bardzo prosto: wiemy, ze promien PS kuli jest prostopadly do plaszczyzny
stycznej w punkcie P. Zatem wektor normalny jest dany wzorem:

- pP-S

Np = .
r

Ze wzoru (1) wiemy, ze kosinus kata miedzy unormowanymi wektorami jest
rowny iloczynowi skalarnemu tych wektoréow. Chwileczke, ale w przeciwienstwie
do natezenia $wiatla iloczyn skalarny moze by¢ wartosécia ujemna, zatem cos
jest tu nie tak! To prawda, zapomnieliémy o ,ciemnej stronie” kuli, czyli tych
punktach, ktore nie sa w ogdle odwietlone przez zrédlo $wiatta. Latwo sie
przekonadé, ze dla tych punktéw iloczyn skalarny bedzie ujemny.

Zatem natezenie Swiatta w punkcie P jest réwne

Ip:Imax(O,Np-I?p):Imax (0, (L_P).(P_S)).

|L — P|r

Mozemy juz napisa¢ program. Aby kula byla lepiej widoczna, ustaliliémy jasno$cé
promieni nieprzecinajacych kuli na 1/2. Ze strony internetowej Delty mozna
Sciggna¢ konkretna implementacje ponizszej procedury, ktora generuje obrazek

z rysunku 5.
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Rys. 5. Wynik dzialania programu
dla zp =2, 5 =(0,0,3%), r=1

L=(13%,1,1).

function natezenie(zg, yg, 2g)
E =% +y% + 2%
Si=a%+yi 422
C:=1rprs +YrYs + 2825
A:=C?—-E(S—1?)
if A <0 then return 1/2
t:=(C—VA)/E
(xp,yp,2zp) = (trp,tyr, t2p)
(xNayN7ZN) = ($P —Zs,Yp —Ys,zp — ZS)
(rx,yK,2K) = (TL —Tp,yrL — Yp, 2L — 2P)
K =22 +y% + 2%
D :=xznrKk +ynyx + 2Nn2K
if D < 0 then return 0
return 1D /rVK

Co dalej? Powyzszy program byl prosciutka realizacja ogélnej metody
generowania tréjwymiarowych obrazéw znanej jako $ledzenie promieni (ang.

ray tracing). Zachecamy Czytelnikéw do eksperymentéw i poszerzenia programu
o nowe mozliwoéci. Proponujemy dodaé wigksza liczbe kul i Zrodet Swiatta,
nowe obiekty, np. plaszczyzny (konieczny bedzie nowy algorytm wyznaczania
przecieé), cienie (nalezy badaé, czy wektor padania $wiatla nie przecina innych
obiektéw), czy tez obiekty o blyszczacej powierzchni (nalezy zastosowaé inny
model o$wietlenia, np. model Phonga).

Gwarantujemy, ze otrzymane efekty wizualne wynagrodza trud wlozony
w samodzielne napisanie takiego programu.

Redaguje Waldemar POMPE

M 1237. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb catkowitych m, n, gdzie m > n > 0,
spelniona jest nieréwnos¢

Rozwiazanie na str. 5

M 1238. Dane sa trzy trojmiany kwadratowe o réznych wspédlezynnikach
przy x2. Wiadomo, ze wykresy kazdych dwéch z nich maja dokladnie jeden
punkt wspolny. Wykazaé, ze istnieje punkt wspoélny wykreséow wszystkich trzech
tréjmianow.

Rozwiazanie na str. 6

M 1239. Punkt M jest srodkiem boku AB trojkata ostrokatnego ABC

(rys. 1). Punkty D i E sa spodkami wysokosci tego tréjkata, poprowadzonych
odpowiednio z wierzchotkéw A i B. Prosta przechodzaca przez punkt M

i prostopadta do prostej DE przecina prosta AD w punkcie K. Dowie$é, ze
punkty A, M, K, E leza na jednym okregu.

Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 737. Do zrédla pradu zmiennego o napieciu skutecznym Uy = 220 V podtaczono
obwéd pokazany na rysunku 2. Jakie jest napiecie miedzy punktami A i B?
Rozwiazanie na str. 5

F 738. Do zrédta pradu zmiennego o napieciu 220 V i czestotliwosci 50 Hz
podtaczono szeregowo dwa kondensatory o pojemnosci 1 pF kazdy. Nastepnie
réwnolegle do jednego z nich dolaczono opornik R = 100 k2 (rys. 3). Znalezé
$rednia moc tego uktadu.

Rozwiazanie na str. 24
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