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Tematyke twierdzenia 2 porusza

nastepujace zadanie (2. etap LVIII OM):

Udowodnij, ze dla a,b,c,d € Ry,
spelniajacych warunek
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<2 -(a+b+c+d)—4.
Lemat do tego zadania méwi, ze
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a+b> 3_‘;_% + 1/ %, czyli
2M; > M_1 + Ms, co wynika
z twierdzenia 2.

Funkcja f(x) jest wypukla (wklesla) na
przedziale [c, d], jezeli dla dowolnych
z,y € [c,d] odcinek o punktach
konicowych (z, f(x)), (y, f(y)) lezy nad
(pod) wykresem funkcji f.

Logarytmowanie nieréwnosci polega
na zastapieniu nieréwnosci x < y
(gdzie x,y > 0) przez In(z) < In(y),
co nie zmienia znaku nieréwnoéci,
poniewaz funkcja In(x) jest rosnaca.

Jezeli wezmiemy h(z) = g(z,x + ¢) (dla
ustalonego c¢), to

99 %9 <0= dh <0

dx = By dz
ilimgp—oo g(z, 2 +¢) =0 =
= limg .o h(z) = 0. Jest wiec h
funkcja nierosnaca, ktérej granica
w nieskonczonosci wynosi 0, czyli h jest
stale nieujemna i g jest nieujemna.

Nierownosci miedzy Srednimi
Joachim JELISIEJEW

Powszechnie znane sa nierownosci miedzy srednimi dla dwéch dodatnich liczb

rzeczywistych a i b:
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Zajmowa¢ sie bedziemy pewnym uogdlnieniem tych nieréwnosci, a mianowicie
nieréwnoscig miedzy $rednimi potegowymi. Dla a, b dodatnich zdefiniujmy
funkcje M, (a,b) jako M, (a,b) = (%)1/90 dla z € R\ {0}, natomiast
My(a,b) = ab. Zatem wartoscig funkcji M, (a,b) jest $rednia potegowa
rzedu x z liczb a i b, a nieréwno$¢ miedzy srednimi potegowymi to
stwierdzenie, ze jest to funkcja niemalejaca wzgledem x, czyli jesli x < y, to

M, (a,b) < My(a,b). Elementarny dowéd tego faktu mozna znalezé w [1].
Nieréwnosci M_1(a,b) < My(a,b) < Mi(a,b) < Ms(a,b) sa réwnowazne
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ﬁ<vab<a+ < ot 5
141 2 2

a b
wiec jest to rzeczywiscie uogdlnienie nieréwnosci miedzy Srednimi.

Zanim przejdziemy do dalszych rozwazan, uprosémy troche nazewnictwo.
Wszystkie liczby wystepujace dalej w artykule sa rzeczywiste, a symbole a, b
zawsze oznaczaja dowolne liczby dodatnie. Dla klarownoéci ustalmy tez, ze
M, = M,(a,b).

Przedstawmy teraz gltéwne wyniki pracy:

Twierdzenie 1. Jezeli x > 0, to dla wszystkich a,b,y jest (My)* > My_y - Moty
jezeli zas x < 0, to dla wszystkich a,b,y jest (My)* < My—y - Myyy.
Twierdzenie 2. Jezeli x > 1, to dla wszystkich a,b,y jest 2My > My_y + My y,.

Whiosek 1. Funkcja In M, jest, wzgledem x, wklesta na [0, 00) i wypukla
na (—o0, 0].

Whiosek 2. Jezeli x <0, to dla wszystkich a,b,y jest 2My, < My_y + My iy,
z czego wynika, ze funkcja M, jest, wzgledem x, wypukla na (—oo,0].

Whiosek 3. Funkcja M, jest, wzgledem x, wklesta na [1,00).

Whioski 1 i 3 korzystaja z faktu, ktérego nie bede tutaj udowadniaé: jezeli funkcja
/iR — R jest ciggla i M > f("L'gy) (M < f("L+y)) dla dowolnych
x,y € [e,d], to f jest wypukla (wklesla) na przedziale [c, d]. By otrzymaé wniosek 1,
nalezy dodatkowo zlogarytmowac nieréwnosé z twierdzenia 1.

Zatrzymajmy sie na chwile przy wniosku 2. Z twierdzenia 1 wiemy,
ze jezeli x <0, to (My)? < My_, - My, co mozna inaczej zapisac
jako My < Mo(My—y, Myyy). Ale jest M, < M, gdy x <y, wiec

Mo(My—y, Myyy) < Ml(Mx v Maiy) = %M’“’ i dalej rozumujemy jak
przy wnioskach 11 3.

Pozostaja nam do wykazania twierdzenia 1 i 2. Ponizej zamieszczamy, dosé
analityczny i pobiezny, niestety, dowdd 1 i pewne wskazowki do dowodu 2.

Gléwna czedcia dowodu jest nastepujacy lemat, ktory podajemy bez dowodu
(oprécz szkicu na marginesie).

Lemat. Niech g = g(x y) bedzie takq funkcjg dwdch zmiennych rzeczywistych
dodatnich, ze 89 + dg < 0 w dowolnym punkcie (z,y) € Ry x Ry, Jezeli dla
kazdego ¢ € R jest lim,_.o g(x,x + ¢) = 0, to nierdwnosé g(x,y) > 0 zachodzi

dla wszystkich x,y € R.

Przystepujemy do dowodu twierdzenia 1. Mozemy je sformulowaé inaczej,
logarytmujac:

Dla wszystkich a,b,y funkcja g(a,b,z,y) = 2In M,
niewjemna dla x > 0 i niedodatnia dla x < 0.

—InM,_y —InM,, jest
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Nieréwnos$é Jensena: Jezeli

funkcja f : R — R jest wypukla na
przedziale [c, d], liczby dodatnie

., wy sumujg si¢ do 1 oraz
,Tn € [c,d], to

w1, W2, . .
L1, T2,

i wif(zi) = f ( Z w,r,) )
i=1 i=1

jezeli za$ f jest wklesta na [c, d], to
nieréwnoé¢ zachodzi w druga strone.

Jest limg oo M, = max(a, b)
ilimg— — oo My = min(a,b), czyli

limy oo May—y + Magty =

= min(a, b) + max(a,b) = a + b = 2My,
co sprawia, ze dla z¢p < 1 i dostatecznie
duzego y (wybieranego w zalezno$ci

od a,b) jest 2May < Mag—y + Mag4y-

[1] L. Kourliandtchik, Wedréwki po
krainie nieréwnosct, Aksjomat,
Torun 2000.

Ustalmy = > 0 i y. Wtedy g staje si¢ funkcja a, b.

Obliczamy
bac—l ax—l + bx—l

OlnM, OlnM, a®1
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a® + b*

Oa 0b a® + b®
By bylo 2¢ + 22 <0, musi by¢
azfl +bzfl axfyfl +b:r7y71
2 a® + bw at~y + bz—y
co mozna udowodni¢ elementarnie i co pozostawiamy jako ¢wiczenie.
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Mamy, dla stalego c,
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stad lim,_, o In(M,(a,a + ¢)) — In(a) = 0, astad juz wynika lim,_, g(a,a+¢) = 0.
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Tym samym g spelnia zalozenia lematu, wiec g jest stale nieujemna dla

x > 0. By udowodnié¢, ze g jest stale niedodatnia dla x < 0, mozna lekko
zmodyfikowa¢ powyzsze rozumowanie albo skorzystac z ciekawej tozsamosci
M, - M_, = (My)? (ktéra pozostawiamy do udowodnienia Czytelnikowi).
Mianowicie, (M;)? < My_y - My, (dla 2 < 0) jest rownowazne

My)* My)? My)? 1 1
(Mo)! (M _(RP i |
(M_z) M_(z—y) M_(a1y) (M) M-ty - My

skad po podniesieniu do potegi —1 dostajemy (M_;)* > M_, - M_,_,, co jest
prawda, bowiem —zx > 0.

Dowdéd twierdzenia 2 jest bardziej skomplikowany: najpierw w dos¢ analogiczny
sposOb jak przy 1 (choé obliczenie granicy jest trudniejsze) wykazujemy, ze
twierdzenie zachodzi dla x = 1, potem rozszerzamy ten rezultat za pomoca
podstawien na wszystkie x > 1.

Udowodnione twierdzenia i wnioski sa do$¢ ogdlne — w wielu przypadkach
okazujg sie one wystarczajace do rozwiazania zadania dotyczacego Srednich.
Jezeli wiemy, ze funkcja M, jest wypukla na [1,00) i wklesta na (—oo, 0],
to mozemy uzywaé¢ np. nieréwnosci Jensena (patrz [1], Delta 6/2008),

co pozwala nam na udowadnianie fantazyjnych nieréwnosci w rodzaju
(#)1/4 +a+b< 3(#)1/27 co jest rownowazne My + 2M7 < 3M>

i co mozna zapisa¢ (biorac f(z) = M,) jako £ f(4) + 2 f(1) < f(2).

Zwrdémy uwage, ze w rzeczywistosci powyzsze rezultaty dotycza nierdwnosci
postaci My, < My(My,, M,,) dla y réwnego 0 i 1. Mozna je przenies¢ na
pozostale y przez odpowiednie podstawienia, otrzymujac np. nieréwnosé

M, > \/(Mxo—y)Q + (Mxo+y)2
xro & 2

dla g > 2 i dowolnych vy, a, b.

Jak zwykle, pewne pytania pozostaja otwarte. Na przyktad, wiadomo ze zg = 1
jest takq najmniejszg liczba, ze dla wszystkich a, b,y jest 2My) > My —y + My 4y-
Nie wiadomo jednak, czy xo = 0 jest taka najwieksza liczba, ze dla wszystkich
a,b,y zachodzi 2M,, < My,—y + My,4,. Nie wiadomo tez, dla jakich y zachodzi
nieréwnosé¢ 2My, > My, —y + Mz, 4y, jezeli 0 < zp < 1. Numerycznie mozna
stwierdzié, ze y zalezy od a,b oraz, najprawdopodobniej, gdy ustalimy a, b, to
dla y mniejszych od pewnego yy nieréwnoé¢ zachodzi, natomiast dla y > yo
zachodzi ona w druga strone.

Nie wiadomo wreszcie, na ile powyzsze wnioski da sie uogélni¢ na wieksza
liczbe zmiennych np. dla funkeji M, (a,b,c) : M, (a,b,c) = (W)l/x dla
x#01 My(a,b,c) = V/abe. Wiadomo, ze nie jest ona wypukla wzgledem x

na (1,00) dla dowolnych a, b, c. Czy istnieje w ogéle takie xg, ze My (a,b,c) jest
wypukla wzgledem z na (xg,00)? Jakie ograniczenia trzeba nalozy¢ na a, b, c,
zeby M, (a,b, c) byla wypukla na [1,00)? Ktére elementy rozumowania mozna
rozszerzy¢ na ogélny przypadek $redniej potegowej n liczb?
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