Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2009

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
464 (WT = 2,10) i 465 (WT = 1,90)
z numeru 10/2008

Jerzy Witkowski Radlin 40,03
Tomasz Wietecha Tarnéw 28,63
Krzysztof Magiera FLosiéw 27,27

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 26,00
Andrzej Idzik Bolestawiec 24,36

a )

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1
z dokladnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania: WT =4 —
35/N, gdzie S oznacza sume¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére nadestaty
rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle
punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek
z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 476, 477
Redaguje Jerzy B. BROJAN

476. Dwie male plytki olowiane ustawiono pionowo, przedzielajac je kawalkiem
korka, $cidnieto obcegami, zawiazujac raczki drutem i zamocowano obcegi
nieruchomo. Gdy na plytkach poziomo polozono rozgrzany pret metalowy,
zaczal sie on  kolysaé” — przechyla¢ na przemian w jedna i druga strone (rys. 1).

Wyjasnié¢ przyczyne zjawiska.

477. Male cialo (punkt materialny) porusza si¢ po ,powierzchni $rubowej”,
opisanej rownaniami parametrycznymi

y=rsina, z=da (ria— zmienne niezalezne, d — stala).
Jedyna sila dzialajaca na cialo jest sila utrzymujaca je na tej powierzchni,
skierowana prostopadle do niej. W chwili poczatkowej zmienna r miata wartosé rg,
a predkosé tworzyla z wektorem [rg cos ag, ro sin «g, 0] kat 3 (ze zwrotem w strone

osi r = 0, tzn. poczatkowo r malalo). Jaki warunek powinny spelniaé¢ wymienione

Rys. 1
T = TcCosa,
N -—
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Przypominamy tresé¢ zadan:

468. Na dwoch jednakowych cienkich otéwkach polozono linijke

(rys. 2) i powoli, ptynnym ruchem zblizano do siebie otéwki. Gdy
zaznaczone wymiary osiagnely podane wartosci, linijka przestata

si¢ slizga¢ po prawym oléwku, a zacze¢ta po lewym. Jaki wniosek na
temat wartos$ci wspotczynnikéw tarcia kinetycznego fi i statycznego fs
mozna wyciagnaé z tych danych?

469. Nadwyzka ci$nienia wewnatrz banki mydlanej jest (jak mozna
wykazaé) odwrotnie proporcjonalna do promienia bariki. Udowodnié,
ze molowe cieplo C' powietrza zawartego wewnatrz banki zawiera si¢
w przedziale

3
Cv+R<C<CV+5R,
gdzie Cvy jest cieplem molowym przy stalej objetosci,

a R — uniwersalng stala gazows. Powietrze nalezy uznaé za gaz
doskonaly, a ci$nienie zewnetrzne — za stale.

468. Srodek masy linijki jest w rozpatrywanym
momencie w odlegtosci 2,5 cm od prawego oléwka

i 7,5 cm od lewego, a poniewaz linijka jest w stanie
bliskim réownowagi, wiec sita nacisku na prawy oléwek
jest réwna 3/4 jej ciezaru, a sila nacisku na lewy —

1/4 ciezaru. Sily poziome (tarcia) sa réwne, przy czym
prawa byla dotad sita tarcia kinetycznego, a lewa
osiagneta maksymalng wartos¢ sily tarcia statycznego.
Zatem wspoélezynniki tarcia spelniaja zwiazek 3 fi = fs.
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parametry, aby cialo nie trafilo w 0$? Jedli ten warunek jest spelniony, to jaka
minimalng warto$¢ osiagneta zmienna r podczas ruchu ciata?

Rozwigzania zadan z numeru 12/2008

469. Zgodnie ze wskazdéwka ci$nienie wewnatrz banki
jest réwne p = pam + o /7. Rézniczkujac réwnanie
Clapeyrona, otrzymujemy

(patm - 3) dV — ZVdr = nRAT.
r T

Podstawienie V' = %7‘(‘7“3 idr= % prowadzi do
prostszej postaci

P
<patm + U) AV = nRAT.
3r

Postepujemy w sposéb analogiczny do zwyktego
wyprowadzenia zaleznosci miedzy cieptem molowym
przy stalym cis$nieniu a cieptem molowym przy

stalej objetosci, tzn. opieramy sie na I zasadzie
termodynamiki, w ktorej przyrost energii wewnetrznej

i praca sa dane wyrazeniami dU = nCydT, W = —pdV.
Do réwnania Q = nCydT + pdV nalezy podstawié
znaleziony wyzej zwiazek miedzy dV a dT', co daje
rezultat

Patm + %

2
Patm + 3_(;

Cieplo molowe C' jest ilorazem @ przez ndT, wiec
stusznos$é tezy jest widoczna.

Q =nCvdT + nRdT.
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Zadania z matematyki nr 579, 580
Redaguje Marcin E. KUCZMA

579. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych suma 1 4+2+...+n
jest dzielnikiem iloczynu 1-2-... n.

580. Znalez¢ wszystkie funkcje ciagte f:R — R, spelniajace rownanie

fe+fly+2)+fly+fz+2)+fz+flz+y)=0
dla z,y,z € R.

Zadanie 580 zaproponowal pan Tomasz Tkocz z Rybnika.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2008

Przypominamy tres¢ zadan:

571. Na jednym polu nieskoniczonej szachownicy (wypelniajacej co najmniej jedno z pdl zbioru Z bedzie zajete. Podaé przyktad
calg plaszczyzne) stoi pionek, pozostale pola sa wolne. Wykonujemy takiego zbioru; im mniej p6l w zbiorze Z, tym lepsze rozwiazanie.
cigg ruchow. W kazdym ruchu wybieramy pole, zajete przez pionek

i sgsiadujace (majace boki wspdlne) z co najmniej dwoma polami 572. Czy istnieja liczby naturalne a, d wzglednie pierwsze,
wolnymi; usuwamy pionek z wybranego pola i stawiamy pionki na d > a > 1, takie, ze dla kazdej liczby naturalnej k mozna znalezé
dowolnych dwéch wolnych polach sgsiednich. Wykazac, ze istnieje taki liczbe naturalng n, dla ktérej a 4+ nd jest k-ta potega liczby
skonczony zbiér pél Z, ze po dowolnej liczbie wykonanych ruchéw naturalnej?

571. Numerujemy rzedy poziome oraz rzedy pionowe kolejnymi liczbami
catkowitymi. Kazde pole zostalo oznaczone parg liczb catkowitych. Przyjmijmy,
ze pionek w pozycji startowej stoi na polu (0, 0).

Waga pola (i, j) bedziemy nazywaé liczbe 2-i1=13l Waga zbioru pél — to suma
wag wszystkich pol w tym zbiorze. Waga rzedu poziomego, przechodzacego
przez (0,0), wynosi 1 + 2(% + i + % +.. ) = 3. Waga kazdego z przyleglych don
rzedow poziomych jest dwukrotnie mniejsza; itd. Waga calej szachownicy wynosi
3+43:2(53+35+5+...)=9.

WezZmy pod uwage zbiér pdl zajetych przez pionki po n-tym ruchu. Jesli usuniety
w (n 4 1)-ym ruchu pionek stoi na polu (4, j), to kazdy z dwéch nowych pionkéw
zostanie postawiony na jednym z czterech pol (i +1,75), (¢, +1). Waga kazdego
z tych pdl jest niemniejsza niz polowa wagi pola (i, 7). Zatem waga zbioru pél
zajetych przez pionki nie zmniejszy si¢ i w kazdym momencie bedzie réwna

co najmniej 1 (bo taka byla waga pola (0,0), zajetego w chwili poczatkowej).

Niech Z bedzie dowolnym skoniczonym zbiorem pdél, ktérego waga wynosi

co najmniej 8. Cala reszta szachownicy ma wage niewigksza niz 1 1 w zadnym
momencie nie jest calkowicie wypelniona pionkami (ktére przeciez zajmuja
tylko skonczenie wiele pél). Tak wiec w kazdym momencie laczna waga zajetych
pél poza zbiorem Z jest mniejsza od 1; a to znaczy, ze co najmniej jedno pole
zbioru Z jest zajete.

Na calej szachownicy mamy jedno pole o wadze 1, cztery pola o wadze 1/2,
osiem pol o wadze 1/4, dwanascie pdl o wadze 1/8, itd.; 4n pdl o wadze 27" dla
n > 1. Skonczony zbiér Z o wadze réwnej 8 mozemy uzyskaé¢, biorac wszystkie
pola o wagach réwnych co najmniej 1/16 oraz szesnascie pol o wadze 1/32
(dowolnie wybranych sposréd dwudziestu takich pol):
1 1 1 1 1

1+4+4- 24—8-44-12- 84—16~ 164—16-32 =38.

Tak okreslony zbiér Z liczy 57 pdl i spelnia postawiony warunek.

572. Przypusémy, ze a, d sa liczbami o podanych wlasnosciach. Wezmy
k = p(d), gdzie ¢ jest funkcja Eulera. W mys$l postulowanego warunku istnieja
takie liczby naturalne n oraz z, ze a + nd = z*. Liczba d jest wzglednie pierwsza
z liczba a (warunek zadania), wiec i z liczba x. Zatem na mocy twierdzenia Eulera

a+nd=z"=29D =1 (mod d).
To znaczy, ze dla pewnej liczby naturalnej m zachodzi réwnos¢ a + nd = 1 4+ md.
Skoro za$ a > 1, to m > n. Otrzymujemy

a—1=(m-—n)d=>d,

wbrew zalozeniu, ze a < d. Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze takie liczby a, d
nie istniejq.
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