Informatyczny kacik olimpijski (18) — edycja specjalna

W niniejszej, specjalnej edycji kacika zajmiemy sie
zadaniem ,Ryby” z tej samej Miedzynarodowej
Olimpiady Informatycznej (rok 2008), co kilka odcinkéw
temu. Zadanie to jest na tyle ciekawe, ze po$wiecimy mu
wyjatkowo az 3 strony kacika.

W sadzawce plywato kiedy$ N ryb o réznych rozmiarach,
bedacych liczbami catkowitymi, i kazda z nich miata

w zoladku po jednym szlachetnym klejnocie sposréd

M ich rodzajéw (klejnoty tego samego rodzaju mogly
sie powtarzad). Z biegiem czasu ryby (prawdopodobnie)
zaczely sie nawzajem zjadaé — jedna ryba moze zje$¢ druga
tylko wtedy, gdy jej rozmiar jest liczba co najmniej dwa
razy wicksza. Kiedy ryba zjada druga, to jej rozmiar

nie zmienia sie, ale klejnot z zotadka ryby zjadanej
pozostaje w zoladku ryby jedzacej (w dalszej czesci
bedziemy zatem moéwié, ze ryba zjada klejnot). Ile jest
réznych zestawdw klejnotéw, jakie mozemy znalezé

w zotadku dowolnej ryby z jeziora po dowolnym okresie
zerowania (modulo zadana liczba T')?

Na poczatku chcialbym goraco zacheci¢ Czytelnika do
samodzielnego zmierzenia si¢ z tym zadaniem. Okazalo
sie ono jednym z dwdéch najtrudniejszych na zawodach.
Powodem jest to, ze do rozwiazania mozna podchodzié
na wiele caltkiem oczywistych. .., lecz zarazem blednych
sposob6w. Ponizsze rozumowanie bedzie prowadzilo,
poprzez kolejne spostrzezenia, od razu do poprawnego
rozwiazania — przeglad ,Slepych Sciezek” to material na
znacznie dtuzszy artykut.

Ryba moze w ostatecznym rozrachunku mieé¢ klejnot
z zotadka innej ryby tylko wtedy, gdy druga ryba
jest co najmniej dwa razy mniejsza od pierwszej.
Nie interesuja nas zatem ani dokladny tancuch
pokarmowy, ani kolejnoé¢ zjadania, a jedynie
multizbiory (tj. zbiory z powtérzeniami) klejnotéw
yzjadalnych” przez poszczegdlne ryby.

Wybierzmy dowolna rybe. Multizbior klejnotéw
zjadalnych przez nig (do tego multizbioru nie zaliczamy
poczatkowego klejnotu z zoladka tej ryby) mozna
opisaé jako ciag k1, ks, ..., ky — liczb klejnotéw
poszczegdlnych rodzajow, bedacych w zasiggu ryby.
Wtedy liczba réznych zestawow klejnotow, ktére moga
znalez¢ si¢ w jej zoladku, opisuje si¢ prostym wzorem
na liczbe réznych podzbioréw zbioru z powtdrzeniami:

(ki +1) - (ko +1) ... (kag + 1)

Sprawa komplikuje sie, kiedy zastanawiamy sie nad
zbiorem mozliwych zestawéw klejnotéw w zotadkach
wszystkich ryb, poniewaz niektére zestawy dla réznych
ryb moga sie powtarzac.

Byloby idealnie, gdyby$my mieli jedna wielka rybe bez
zadnego klejnotu w zoladku, ktéra bylaby w stanie
skonsumowa¢ kazda inng — wtedy wystarczyloby
zastosowaé¢ dla niej powyzsze rozumowanie (pytanie
do zastanowienia: dlaczego?). Tak dobrze jednak

nie jest. Mozemy za to ograniczy¢ liczbe rozwazanych
ryb, a nastepnie wyeliminowa¢ powtorzenia juz tylko
miedzy nimi.
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Poczynimy w tym celu dwa spostrzezenia:

e Wezmy dwie ryby A i B, o tym samym poczatkowym
klejnocie, i niech A bedzie nie mniejsza niz B. Wtedy
zbior mozliwych zestawéw klejnotéw w zotadku B
jest podzbiorem zbioru mozliwych zestawéw dla A,
poniewaz multizbiér klejnotéw zjadalnych przez B jest
podzbiorem multizbioru klejnotéw zjadalnych przez A.

e WeZzmy pewien klejnot (rodzaju i), ktéry pojawia
sie jako poczatkowy w zotadku co najmniej jednej
ryby. Wtedy musimy rozwazy¢ co najmniej jedna
rybe o takim klejnocie poczatkowym, poniewaz tylko
taka ryba moze mie¢ w chwili potowu dokladnie jeden
klejnot rodzaju ¢ w zotadku.

Whiosek: minimalny zbiér ryb, jakie musimy rozwazyc¢,
to zbior najwiekszych ryb o poszczegdlnych rodzajach
klejnotéw w zotadkach. Wszystkie takie ryby nazwijmy
rybami istotnymi.

Zacznijmy od najwiekszej ryby w ogdle i w znany nam
juz sposéb obliczmy, ile jest roznych zestawéw klejnotéw,
ktére moze ona mie¢ w zotadku w chwili ztowienia.

Odtad bedziemy rozwazac ryby istotne, od najwiekszej do
najmniejszej. Posunimy sie od razu kilka(nascie) krokéw do
przodu, do rozwazania pewnej ryby X. Oznaczmy rodzaj
klejnotu w jej zotadku przez x. Rozwazone dotychczas
rodzaje klejnotow oznaczmy przez aq, as, ..., ak

(i odpowiadajace im ryby przez {A;, As, ..., A} = A),
a pozostale przez by, by, . .., b (i podobnie, odpowiadajace
im ryby przez {Bi, Bs,...,B;} = B); x do zadnej z tych
grup nie nalezy. Dodatkowo (abstrahujac od wyboru
ryby X), niech K (R, ) bedzie liczba klejnotéw rodzaju i,
ktore ryba R jest w stanie zjesé¢ (nie liczac klejnotu

w jej zotadku).

Kazdy dotychczas znaleziony zestaw klejnotéw zawieral
co najmniej jeden z klejnotéw aq,as, ..., ar, a zatem
kazdy zestaw niezawierajacy zadnego z nich, ktory moze
wystapi¢ w zotadku X, nalezy policzy¢ jako nowy. Tych
zestawow jest doktadnie
(K(X,b1) +1) - (K(X,b2) +1) -
o (K(X )+ 1) - (K(X,2) + 1),

Jakie inne zestawy jeszcze sie nie pojawily? Jesli ryba A;
jest w stanie zje$é co najmniej K(X,x) + 1 klejnotéw
rodzaju z, to na pewno w zotadku tej ryby moze znalez¢ si¢
kazdy zestaw klejnotéw z co najmniej jednym klejnotem a;,
jaki moze znalez¢ si¢ w zotadku X. W przeciwnym
przypadku tamta ryba jest w stanie zjes¢ doktadnie

K (X, z) klejnotéw z, skoro mniejsza od niej ryba X tyle
moze zjes¢. Wtedy oprocz juz wspomnianej liczby nowych
zestawéw klejnotéw bez zadnego z klejnotow rodzajéw
aiy,...,ar, nalezy jeszcze doliczy¢ te zestawy, ktore maja
co najmniej jeden z klejnotéw rodzaju a; oraz dokltadnie
K(X,z)+ 1 klejnotéw 2 (to +1 pochodzi z zotadka samej
ryby X).

Do dalszych rozwazan, dla wygody, podzielmy ryby A;
na dwa zbiory C'i D:



e Re(,jesli Re Aoraz K(R,z) = K(X,x),
e Re D, jesli Re Aoraz K(R,z) > K(X,x).

Przez C; (D;) bedziemy oznaczaé ryby nalezace
do C (D), a przez ¢; (d;) — klejnoty w ich zotadkach.

Jak juz stwierdziliSmy, zbiér D nas nie interesuje —
w zoladku X nie moze znalez¢ sie zaden nowy zestaw,
ktory zawieralby jakikolwiek z klejnotow d;.

Co z kolei z liczba nowych zestawéw zawierajacych
klejnoty ¢;? Juz wczesniej policzyliSmy wszystkie

nowe zestawy, ktore nie zawieraja zadnego z nich,

a zatem pozostate nowe zestawy musza juz zawieraé
co najmniej jeden z nich. Co wiecej, liczba klejnotow x
w tych zestawach wynosi dokladnie K(X,z) 4 1. Tych
zestawdw, w takim razie, jest:

(K (X, e1) +1) - (K(X, e2) + 1) -
o (K(Xepy)+ 1) —1] -
S(E(X,01) + 1) - (K(X,b2) + 1) -+ (K(X, by) + 1)
(przez ky oznaczyli$my tutaj rozmiar zbioru C). Pytanie

kontrolne: skad si¢ bierze —1 w powyzszym wzorze?

Ten wzér jest dosé¢ podobny do poprzedniego wzoru
na liczbe nowych zbioréw klejnotéw bez klejnotéw a;.
Mozemy nawet oznaczy¢ sobie

G(X) = (K(X,b1) + 1) - (K(X,bp) +1
o (KX ) + 1),
H(X) = (K(X,c1) + 1) (K(X,¢2) + 1) -
o (K(Xey) +1).
I tak otrzymujemy ostateczny wzér — w zoltadku ryby X
moze znalezé sie doktadnie
(HX)-1+KX,2)+1)-G(X) =
= (H(X) + K(X,2)) - G(X)
nowych zestawéw klejnotéw. W takim razie, ostateczny
czas dzialania naszego algorytmu bedzie zalezny od
szybkosci, z jaka mozemy obliczaé liczby G(X) 1 H(X)
dla poszczegdlnych ryb X. Ale najpierw wspomnijmy
jeszcze o jednym szczegdle, a mianowicie, jak obliczaé
tablice wspétczynnikéw K.
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Zauwazmy, ze podczas obliczen dotyczacych pojedynczej
ryby X korzystamy tylko z wartoéci K (X, 1), tj. druga
wspolrzedna jest zmienna, ale pierwsza jest stala. Mozemy
w takim razie K traktowaé tak naprawde jak wektor.
Jedli na poczatku posortujemy ryby pod wzgledem

wielko$ci, i zaczniemy od pierwszej, najwiekszej, to

w pierwszym kroku bedziemy mogli obliczy¢ wektor K,
przegladajac po prostu wszystkie inne ryby i szukajac
tych, ktére sa co najmniej dwa razy mniejsze. Przy
okazji mozemy zapamietaé¢ takze taka najwicksza
wartos¢ zx, ze zx-ta ryba jeszcze jest zjadalna przez
aktualng rybe, ale (zx + 1)-sza juz nie. Kiedy teraz
bedziemy rozwazaé kolejna rybe X', nieco mniejsza, to
wskaznik zx/ moze by¢ mniejszy od zx. Bezposrednio
ze zmniejszaniem wskaznika z mozemy zmniejszaé
odpowiednie pozycje wektora K (X) tak, zeby stal sie
aktualny dla kolejnej istotnej ryby. I chociaz kazdy
krok moze wywolaé przesuniecie zx nawet o blisko

N pozycji, to te kroki amortyzuja si¢ — czyli w pelnym
wykonaniu algorytmu suma pozycji, o ktére przesunie
sie zx, bedzie ograniczona przez N.

Przejdzmy teraz do wyznaczania wartosci G(X).
Obliczanie ich za kazdym razem od nowa bytoby zbyt
czasochtonne, a z drugiej strony wyznaczanie ich na
podstawie poprzednich wartosci mogloby wymagaé
dzielenia, ktére przy obliczeniach modulo nie jest proste.
7Z tego wzgledu do pomocy przy organizacji obliczen
zastosujemy drzewo przedzialowe.

Wyobrazmy sobie drzewo binarne, ktérego lidcie
odpowiadaja poszczegdlnym rodzajom klejnotdw.

W lisciu przypisanym klejnotowi i przechowywana jest
warto$é¢ K (X, i) + 1 dla aktualnego X. Z kolei w kazdym
wezle wewnetrznym znajduje sie iloczyn wartosci
przechowywanych we wszystkich lisciach pod nim — jest
to rownoznaczne z tym, ze znajduje sie¢ w nim iloczyn
wartosci z jego lewego i prawego syna (patrz rysunek).

2+%3%5=6x%5=230

2%x3=6

2 3

Jesli nastepuje zmiana wartosci w jednym z lisci, to
wezly wymagajace poprawy to tylko te, ktore leza na
Sciezce od tego liscia do korzenia. Jest ich niewiele, jesli
drzewo jest zréwnowazone. Ale to jest latwo zapewnié

— poniewaz nie bedziemy zmieniaé jego struktury, wiec
wystarczy zbudowaé je w sposéb zréwnowazony, np. tak:

UTWORZ_DRZEWO (poczatek_przedziatu, koniec_przedziatu)
jesli poczatek_przedzialu = koniec_przedziatu to
korzen.lewy := korzen.prawy := nil;

korzen.ojciec := nil;

korzen.wartosé := K (X, poczatek_przedziatu) + 1;

a w przeciwnym przypadku

srodek := | (poczatek_przedziatu + koniec_przedziatu)/2];

korzeii.lewy := UTWORZ_DRZEWO (poczatek_przedziatu, srodek);
korzen.prawy := UTWORZ_DRZEWO(érOdek + 1, koniec_przedziatu);
korzen.lewy.ojciec := korzen.prawy.ojciec := korzen;

korzen.ojciec := nil;

korzef.warto$é := (korzen.lewy.warto$¢ - korzef.prawy.warto$é) mod T
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Z kolei aktualizacje pojedynczego lisScia wykonujemy nastepujaco:

ZAKTUALIZUJ (w, wartosc)

w.warto$é := wartosc;
w = w.ojciec;
dopdki w # nil wykonuj

w.warto$é := (w.lewy.wartosé¢ - w.prawy.warto$é¢) mod T';

w 1= w.ojciec;

Taka aktualizacja wymaga czasu rzedu O(log M);
zauwazmy, ze zostanie ona wykonana w catym
algorytmie co najwyzej N razy.

Aby wyznaczy¢ szukany iloczyn, wystarczy zajrzeé

do wartosci znajdujacej si¢ w korzeniu drzewa — jest
ona réwna [[,(K(X,4) + 1). My jednak nie chcemy
zna¢ iloczynu wszystkich tych wartosci, a jedynie

tych, ktérych istotne ryby naleza do zbioru B. Ale

do tego zbioru na poczatku naleza wszystkie rodzaje
klejnotéw, a nastepnie sa z niego, kolejno, bezpowrotnie
usuwane. Konkretnie, wyrzucane sg po kolei te klejnoty,
ktore staja sie klejnotem x. W takim razie wystarczy
licznosé kazdego takiego klejnotu ustala¢ w drzewie na 1
(a pdzniej, oczywiscie, juz dalej nie zmniejszac).

A coz H(X)? Tutaj sprawa sie troche bardziej komplikuje,
ale wciaz nie jest to nic, z czym by$my sobie nie poradzili.
Liczba K (X, z) jest mniejsza od K(A;, x) wtedy, gdy
wsrod ryb na pozycjach zx +1,..., 24, jest chociaz jedna
z klejnotem rodzaju x w zotadku. Niech w takim razie @ x
bedzie najmniejszqg rybg z klejnotem x w zolgdku, ktorej
X nie jest w stanie zjesé. W takim razie, do zbioru C' beda
nalezeé wszystkie te ryby A; € A, ktére nie sa w stanie
zjesé Qx . Jest tak dlatego, ze

A eCs K(X,SU) = K(A“l‘)
Ryba A; jest nie mniejsza od X, a zatem moze zjes¢
wszystkie ryby z klejnotem x, ktére X jest w stanie
zjes¢. Ale skoro nie moze zje$¢ najmniejszej z tych,
ktorych X nie moze zjesé, to nie moze tez zjesé¢ zadnej
innej. Za to jesli A; moze zjes¢ Qx, to K(A;,x) jest
na pewno wieksze niz K (X, ), choéby ze wzgledu
na rybe Qx (jesli @ x nie istnieje, to dla tej ryby X
mamy C = ).

Powiedzielidmy juz, ze wszystkie ryby mamy zamiar

uporzadkowaé¢ wedtug wielkosci. W takim razie,
warunek , A; moze zjes¢ Qx” jest réwnoznaczny

z ,Qx < za,”. Wartodci @ x dla poszczegdlnych
istotnych ryb najproéciej jest obliczy¢ na samym
poczatku rozwiazania. Jak doktadnie — to pozostawiam
Czytelnikowi jako mala lamigtéwke.

Mozemy juz w tym momencie sobie powiedzie¢, jak
efektywnie liczy¢ H(X). Bedziemy potrzebowaé
struktury danych, za pomoca ktérej mozna wykonywaé
nastepujace operacje:

e umies¢ w strukturze (istotna) rybe X o zadanych
wartosciach zx oraz wx = K(X,x) + 1,

e zmniejsz o 1 parametr wy dla ryby Y odpowiadajacej
zadanemu klejnotowi y,

e podaj iloczyn aktualnych wartosci wy dla ryb Y
spelniajacych zy < Qx (tzn. Y € C).

Ale to jest ta sama funkcjonalno$é, ktérej
potrzebowaliS§my w poprzednim przypadku! No,
prawie ta sama. W kazdym razie mozemy do tego
wykorzystaé¢ analogiczne drzewo przedziatowe. Tym
razem jednak ryby istotne, odpowiadajace klejnotom
z lidci, beda uporzadkowane wedlug niemalejacych
wartosci zy. Wynika to z tej malej réznicy miedzy
podproblemami ,G” i ,H”: tym razem nie bedzie
nas interesowal iloczyn wszystkich wartosci, a jedynie
tych o zy mniejszym od @ x podanego w konkretnym
zapytaniu. W tym celu uzupelnijmy wezel w drzewie
o wartos¢ max_z — odpowiadajaca maksymalnemu zy
w jego poddrzewie. To, jak ostatecznie takie zapytanie
zrealizowaé (wykonanie zapytania zaczynamy od

w = korzen), przedstawia program konczacy tekst.

FLatwo zauwazy¢, ze koszt czasowy pojedynczego
zapytania o iloczyn zamknie sie w O(log M'). Pobiezna
analiza calego algorytmu daje nam ztozonosé
obliczeniowa — ze wzgledu na nieréwnosé¢ M < N,
wynosi ona O(N log N).

Filip WOLSKI

PODAJ_ILOCZYN(w, Q)
jesli wmax z < @ to
return w.wartos¢;
a w przeciwnym przypadku
jesli w.lewymax z < @ to
return (PODAJ_ILOCZYN(w.prawy, Q) - w.lewy.warto$é) mod T;
a w przeciwnym przypadku
return PODAJ_ILOCZYN(w.lewy, Q);

Autor zdaje sobie sprawe, ze to zadanie nie jest zadaniem
latwym — wrecz przeciwnie, okazuje sie bardzo wymagajace.
W razie probleméw ze zrozumieniem poszczegdlnych

czesci rozwigzania goraco poleca probe jego wlasnorecznej
implementacji. Dopiero kiedy jest sie¢ w stanie samemu
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zaimplementowaé rozwiazanie, mozna by¢ pewnym, ze si¢ je
catkowicie rozumie. A to zadanie jest tego warte, jako, zdaniem
autora, jedno z najciekawszych i najbardziej satysfakcjonujacych.
Dodatkowo, przygotowany przez autora program rozwigzujacy
niniejsze zadanie mozna pobraé ze strony internetowej Delty.



