Punkt kratowy to punkt o obu
wspbélrzednych catkowitych.

O G L O S Z E N I E

Organizatorzy Miedzynarodowej
Konferencji Mlodych Chemikéw BaltChem
pragng zaprosi¢ Czytelnikéw Delty na
odbywajace si¢ w Warszawie otwarte
wyktady plenarne w dniach 2-5 kwietnia
2009 roku. Beda to adresowane do
szerokiej publicznosci prezentacje
wyglaszane w jezyku angielskim, dotyczace
najnowszych kierunkéw badan w chemii

i naukach pokrewnych (fizyka chemiczna,
biofizyka). Miejscem wykladéw beda sale
Wydzialu Chemii UW (ul. Pasteura) lub
aula ,starego BUW” (kampus gléwny UW
przy Krakowskim Przedmiesdciu).

Terminy poszczegdlnych wyktadéw beda
sukcesywnie zamieszczane na stronie

www.baltchem.eu

Twierdzenie Chevalleya—Warninga.
Niech Py, Py, ..., Py € Flz1,x2,...,%0]
bedq wielomianami od n zmiennych

nad cialem skonczonym F

o charakterystyce p. Zalézmy, Ze suma
ich stopni jest mniejsza niz n. Wéwczas
liczba ich wspélnych zer w F™ jest
podzielna przez p.
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W 1961 roku Erdés, Ginzburg i Ziv udowodnili, ze sposréod dowolnych 2n — 1
liczb catkowitych mozna wybra¢ n takich, ktorych suma dzieli si¢ przez n.

W tym artykule zajmiemy si¢ pewnym uogoélnieniem tego twierdzenia.
Rozpatrzymy sytuacje dwuwymiarowa. Dla ustalonej warto$ci n chcemy znalezé
taka najmniejsza liczbe m, ze wéréd dowolnych m punktéw kratowych na
plaszczyznie istnieje n punktow, ktérych suma na kazdej wspolrzednej jest
podzielna przez n. Przyjmujemy, ze wyrézniony uktad m punktéw kratowych
moze zawiera¢ powtorzenia, czyli nie jest to zbidr, tylko multizbior punktow.

Nietrudno zauwazy¢, ze m > 4n — 3, gdyz dla m = 4n — 4 jako kontrprzyktad
mozna wziaé¢ wierzchotki kwadratu jednostkowego, kazdy z krotnoscia n — 1.

W 1983 roku Arnfried Kemnitz postawil hipoteze, ze m = 4n — 3. Pierwszy
znaczacy wynik pojawitl sie w 1995 roku: Alon i Dubiner udowodnili, ze
wystarcza 6n — 5. Wynik ten zostal poprawiony przez Rényai w 2000 roku: jesli
p jest liczba pierwsza, to wystarcza 4p — 2. Wreszcie jesienig 2003 roku, 20 lat
po sformutowaniu hipotezy Kemnitza, Reiher i di Fiore niezaleznie podali jej
dowdd. Reiher mial wtedy 19 lat, w lipcu tego samego roku zdobyt ztoty medal
na Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej w Tokio.

Poniewaz pelny dowdd zajatby zbyt wiele miejsca, ograniczymy si¢ do podania
kilku lematéw, kazdy opatrujac krotka wskazéwka, i do wyprowadzenia z nich
hipotezy Kemnitza. Kompletny dow6d znajduje sie w [2], ale zachecamy
Czytelnikéw do samodzielnego zmierzenia si¢ z lematami!

Rozpocznijmy od spostrzezenia, ze jesli hipoteza jest prawdziwa dla liczb

a 1 b, to jest rowniez prawdziwa dla ich iloczynu. Istotnie, z zalozenia

sposréd 4ab — 3 punktéw kratowych mozemy wybraé a takich, ktorych

suma ma obie wspoélrzedne podzielne przez a. Pozostaja 4a(b — 1) — 3

punkty, wiec mozemy wybra¢ nastepne a punktéw spelniajacych warunek
zadania, i tak postepujemy 4b — 3 razy. UtworzyliSmy wiec 4b — 3 grup

po a punktéw. Oznaczmy sumy punktéw w grupach odpowiednio przez
a-(X1,Y1),a- (X2,Y3),...,a (X4p—3, Yap—3). Poniewaz zalozyliSmy, ze hipoteza
jest prawdziwa dla b, wiec sposréd punktéw (X1,Y7), (X2, Y2),. .., (Xap—3, Yap—3)
wybieramy b tak, aby suma na kazdej wspélrzednej dzielita sie¢ przez b. W ten
spos6b wyrdznilismy b grup. Wszystkie punkty tych grup tworza szukany uktad
ab punktow, ktérych suma na kazdej wspolrzednej dzieli sie przez ab. Wobec
tego wystarczy udowodnié¢ hipoteze¢ Kemnitza dla n bedacego liczba pierwsza.

Przypadek p = 2 jest prosty: wsréd pieciu punktéw kratowych istnieja dwa takie,
ktore daja te same reszty z dzielenia przez 2 na obu wspoétrzednych. Woéwezas ich
suma ma wszystkie wspolrzedne parzyste.

Ustalmy wiec liczbe pierwsza p # 2. Przez (n|X) bedziemy oznaczaé liczbe takich
n-elementowych multipodzbioréw multizbioru X, ktérych suma elementéw na
kazdej wspotrzednej jest podzielna przez p. Naszym celem bedzie udowodnienie
kilku kongruencji zwiazanych z tymi symbolami i wywnioskowanie z nich, ze
(p|X) # 0. Tak naprawde udowodnimy nawet, ze, dla X majacych 4p — 3 elementy,
(p|X) #£ 0 mod p. Wszystkie kongruencje brane sa modulo p. Przez J i X oznaczamy
dalej pewne multizbiory punktéw kratowych na plaszczyznie.

Lemat 1. Jesli |J| =3p — 3, to
1—(p—1J) = (plJ) + (2p = 1|J) + (2p|J) = 0.
Wskazowka: Nalezy rozwazy¢ nastepujace wielomiany nad Z,, (przez a;, b;

oznaczamy wspoélrzedne punktéw w multizbiorze J, brane modulo p):
3p—3 3p—3 3p—3

p—1 p—1 =1 b1
E x;  + Ty, o, E a;xT; bixz; .
i=1 i=1 i=1

Nastepnie trzeba skorzystaé¢ z twierdzenia Chevalleya—Warninga.
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Mozna réwniez zastosowaé metode
opisang przez Czeslawa Baginskiego
i Edmunda Puczylowskiego w Delcie
9/2008, za G biorac tym razem
jednomiany trzech zmiennych,

a nie dwdéch.

Z powyzszego dowodu pltyna dwa moraty.
Pierwszy — nawet Swiezo upieczeni
studenci moga rozwigzaé otwarty

wiele lat temu problem. Drugi — jak
potezne w kombinatorycznej teorii liczb
jest potaczenie metod algebraicznych

z kombinatorycznymi.
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Lemat 2. Jesli |J| =3p—2 lub3p—1, to1l— (p|J) + (2p|J) = 0.
Wskazowka: Rozumowanie jest podobne do tego w dowodzie lematu 1.
Stad natychmiast otrzymujemy:

Lemat 3. Jesli |J| = 3p —2 lub 3p — 1 oraz (p|J) =0, to (2p|J) = —1.

Lemat 4 (Alon, Dubiner). Jesli multizbior J zawiera 3p elementéw oraz ich
suma na kazdej wspdlrzednej dzieli sie przez p, to (p|J) > 0.

Wskazowka: Nalezy zatozyé, ze tak nie jest, i rozwazy¢ multizbiér J
z wyrzuconym jednym elementem, a nastepnie skorzysta¢ z lematu 3.

Lemat 5. Jesli | X| = 4p — 3, to
(1) 1+ (p1X) — (201X) + (391) = 0,
(2) (p—1[X) = (2p = 11X) + 3p - 1|X) = 0.
Wskazowka: Znéw podobnie jak w dowodzie lematu 1.
Lemat 6. Jesli | X| = 4p — 3, to
3—2(p—1|1X)—2(p|X)+ (2p — 1|1 X) + (2p|X) =0.

Wskazowka: Trzeba przesumowaé kongruencje z lematu 1 po wszystkich
(3p — 3)-elementowych multipodzbiorach multizbioru X.

Lemat 7 (Reiher). Jesli | X| = 4p — 3 oraz (p|X) =0, to
(p = 11X) = Bp — 1X).

Wskazowka: Rozwazmy podzialy multizbioru X na takie multizbiory A, B, C, ze
|[Al=p—1,|B|=p—2,|C| =2p oraz

da=(0,0, Y b=>xz Y c=(00)

acA beB zeX ceC
Nalezy obliczy¢ liczbe tych podzialéw modulo p na dwa sposoby: za pierwszym
razem wybieramy multizbiér A, a potem C', a za drugim razem najpierw
wybieramy multizbiér B, a potem C. Przyda sie rowniez lemat 3.

Dowéd hipotezy Kemnitza. Przypusémy, ze (p|X) = 0. Dodajac stronami
kongruencje (1), (2) i kongruencje z lematu 6 oraz uwzgledniajac lemat 7,
dostajemy 2 — (p|X) + (3p|X) = 0. Poniewaz przyjelismy, ze p # 2, wiec

(p|X) = 0 wymusza (3p|X) > 0, ale z lematu 4 wynika wtedy, ze (p|X) > 0, czyli
otrzymujemy sprzecznoscé. [

Niech teraz f(n,d) oznacza taka minimalna liczbe, ze w dowolnym multizbiorze
f(n,d) punktéw w Z? istnieje n takich, ze ich suma ma wszystkie wspotrzedne
podzielne przez n. Wiadomo, ze f(n,1) =2n—11 f(n,2) =4n—3. Dlad >3
problem jest otwarty. Nietrudno zauwazy¢, ze f(n,d) > 2¢(n — 1) + 1: wystarczy
wziaé wierzcholki n-wymiarowej kostki jednostkowej, kazdy n — 1 razy.
Korzystajac z zasady szufladkowej Dirichleta, latwo wykazaé, ze f(2,d) =29 + 1
i z multiplikatywnoéci dostaniemy f(2%, d) = 2¢(2¥ — 1) + 1. Co jednak zrobié

w przypadku innych wartosci n?

Przyjrzyjmy sie blizej wymiarowi 3. Tutaj nasze oszacowanie daje

f(n,3) > 8n — 7. Patrzac na zaleznosci dla wymiaréw 1 i 2, chcieliby$my
udowodnié, ze f(n,3) = 8n — 7. I tu czeka nas niespodzianka: w 1982 r. Brenner
wykazal, ze f(3,3) =19 > 17 =83 — 7. Kilka lat temu Elsholtz uogélnit ten
wynik na wszystkie n nieparzyste, dowodzac, ze f(n,3) > 9n — 8. Pelny dowdd
znajduje sie¢ w [1]. Powiedzmy tylko, ze wystarczy wzia¢ n — 1 kopii zbioru
dziewigciu punktéw

2 0 0 0 0 1 1 1 1
o). tol, e, tr]). (o). lo]).[1],]2
2 0 1 0 1 0 1 2 2

i wykazaé, ze nie da si¢ wybra¢ n punktow tak, by suma dzielita si¢ przez n
na kazdej wspélrzednej. Wielu specjalistow w tej dziedzinie podejrzewa, ze
f(n,3) = 9n — 8 dla n nieparzystych, ale dowodu, jak na razie, nie ma. ..
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