Dziesie¢ wzorow na pole tréjkata
Joanna JASZUNSKA

Najpopularniejszym chyba wzorem na pole tréjkata jest S = %ahA. Zarazem wiadomo,
ze dtugosci bokéw jednoznacznie wyznaczaja trojkat. Powinny zatem wyznaczaé tez

POl
'U jego pole. I wyznaczaja, a wyraza to wzér Herona. Wyprowadzimy go, a przy okazji

< tez kilka innych wzoréw.

Przyjmijmy nastepujace standardowe oznaczenia w tréjkacie ABC':
e a,b, c — boki naprzeciwko odpowiednich wierzchotkéw,
®2p=a+b+c— obwdd,
e S — pole,
® ha,hp, hc — wysokosdci,
e [s,Ip,Ic, I — $rodki okregéw dopisanych i wpisanego,
®ra, TR, TC, T, R — promienie okrgegéw dopisanych,
wpisanego i opisanego,
e D, E, F — punkty styczno$ci okrggu wpisanego
z bokami a, b, c,
e K, L, M — punkty styczno$ci okregu
dopisanego do kata BAC
z prostymi BC, AC, AB.
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Rys. 1
Najmocniejsze twierdzenie geometrii gtosi, ze dwa odcinki stycznych do okregu,
poprowadzone z jednego punktu, sa réwnej dtugosci, czyli na przyktad: AF = AE,
BF = BD oraz CE = CD. Wobec tego BF + CE = BD + CD = a, czyli
2AF = AF+ AE=2p— (BF +CE+ BC)=2p—2a. Stad AF=AFE =p—a
i analogicznie BFF = BD =p—boraz CE=CD =p—c.
Podobnie AM = AL, BM = BK oraz CL = CK, wigc

2AM = AM + AL = (AB+ BK) + (AC+ CK) = 2p.
Stad AM =p = AL oraz BM = AM — AB=p—c.
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Rys. 2

Skoro AM = p, to AB + BK = p, czyli
punkt stycznosci okregu dopisanego dzieli
obwdéd tréjkata na potowy.

Podobnie mozna wywnioskowaé (prosze sprébowad!), ze:

FM = BC oraz BK = CD,
111 1 1 11
+

Ufff. .. Pora przystapi¢ do zapowiedzianych wzoréw na pole
tréojkata. Zacznijmy od najprostszego. Z rysunku 2 wynika
wzoér S = pr, bo
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TATB +TBrCc +TCTA =D,

S = Papcr 4+ Pacar + Paasr = ar + Lbr + er = pr.
Wréémy do rysunku 1. Mamy AAMI4 ~ AAFI, bo
IMAI, = %{BAC = XFAI oraz IaM | AB | IF. Zatem argro arra

ra _LaM _AM _ p czylirg = 2~ SiTBJrTC .
r  IF ~ AF  p—a’ Y AT p—a
i analogicznie dla rp i r¢. Skoro S = pr, to otrzymujemy
S=ralp—a)=ra(lp—b)=ro(p—o).
Dwusieczne katéw przyleglych sa prostopadte (prosze
sprawdzié!), wiegc BIa L IB. Jednoczesnie BM L I'F oraz

re  ha hs  he T’

Oczywiscie to nie koniec, istnieje wiele innych wzoréw
na pole trojkata. Nietrudno, na przyktad, sprawdzié, ze
ha = csin B. Stad uzyskujemy

S = %ahA = %acsinB.

IaM 1 BF, stad AN[aBM ~ ABIF. Zatem

ra  IaM BM p-c . (p=0)(p—o
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i analogicznie dla rp i rc. Podstawiajac ten wzoér do

(p—a)(p—b)p— C)~

pr =8 =ra(p— a), otrzymujemy pr =
r

Pomnozenie obu stron przez pr i spierwiastkowanie daje

wzo6r Herona: S = \/p(p —a)(p—"0b)(p—c).
Wzér ten rzeczywiscie pozwala wyznaczy¢ pole, gdy znamy
tylko dhugosci bokéw — wszak p = %(a +b+c).

Z wyprowadzonych powyzej wzoréw niemalze natychmiast
wynikaja kolejne. Na przyktad, mnozac stronami réwnosci
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i korzystajac z S = pr, otrzymujemy S = \/rrarprc.
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oraz ra =

Twierdzenie sinusow glosi, ze
a b c
sinA _ sinB  sinC
Skoro S = %ac sin B, otrzymujemy
1 b abc
S = 5(165{ =R
oraz S = 2R?sin Asin Bsin C.

2R.

Z powyzszych wzoréw mozna tez udowodnié¢, na przyktad, ze
1 1 1 1
— 4+ = — =
ab  bc  ca 2Rr
a takze ze srednica okregu wpisanego nie przekracza promienia
okregu opisanego, czyli 2r < R. Mozna réwniez wyprowadzic¢
wzory na r, R, ra i ha zalezne wylacznie od a, b i c.

Zachecam do odkrywania dalszych wzoréw na pole tréjkata
i ciekawych faktow z nimi zwiazanych!



