O robieniu wykreséw
*Pracownia Matematyki i Informatyki, Ada/m KOLANy*

Patac Mlodziezy w Katowicach

W szkolach ucza nas, jak majac dany wykres funkcji y = f(x), ,wykonaé”
wykres funkeji postaci y = ¢+ f(a -z + b) + d dla zadanych a, b, ¢ i d, ale nikt
nie uczy nas, jak z wykresu funkcji y = f(z) uzyskaé (choéby w przyblizeniu)
wykres funkcji y; = 1/f(x) czy y2 = (f(x))%. W szczegdlnodcei, cheiatoby sie
wiedzieé¢, jak naszkicowaé przyblizenie funkcji y = 1/ czy y = 22, Zeby za$
dosta¢ wykres funkcji y = 23, byloby dobrze wiedzie¢, jak z wykreséw funkcji
f i g dosta¢ wykres funkcji f - g. Podobnie, gdybySmy umieli wyznaczy¢
wykres h = f/g dla znanych wykreséw funkcji f i g, rozwigzaliby$my problem
wspomnianej wezesniej funkeji y;.

Zadanie nasze stanie sie tatwiejsze, gdy przyjrzymy sie znanemu skadinad

twierdzeniu Talesa (rys. 1):
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Rys. 1 I tak, zabierajac sie do szkicowania wykresu funkcji y = 1/f(z), zauwazmy, ze na
rysunku 2 punkt R lezy na wysokosci réwnej 1/x.
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Daje to nam nastepujacy ,przepis” na wykres funkcji y = 1/z.
k 1. Narysuj (najlepiej na papierze milimetrowym) uklad
wspolrzednych oraz pomocnicze proste k il (jak na
rysunku 2).
2. Nastepnie dla = z zadanego przedzialu, np. co 2 mm,
/ wykonuj nastepujace kroki:
2.1. Z punktu (z,0) wystaw
prosta prostopadla do OX
i znajdz punkt P jej
przeciecia z prosta [.
I 2.2. Nastepnie znajdz punkt @
1 przeciecia prostej k z prosta
o laczaca (0,0) z P.
// | — )
2l /fé/ 2.3. Przesun punkt @ réwnolegle
s do osi odcietych nad punkt
= o odcietej .
2.4. Otrzymany punkt R
! jest punktem wykresu
Rys. 3 funkeji y = 1/x.

Jak to dziala, wida¢ na rysunku 3.
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Przejdzmy teraz do wykresu funkcji kwadratowej. Tutaj pomoze nam
nastepujacy rysunek.
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Rys. 4
Zauwazmy, ze rzedna R, punktu R wynosi tutaj z2.
Dostajemy tym samym sposéb wyznaczania wykresu funkcji kwadratowe;.

1. Narysuj uklad wspélrzednych oraz pomocnicze proste k i [ (jak na
rysunku 4).
2. Nastepnie dla = z zadanego przedzialu, podobnie jak poprzednio, wykonuj
nastepujace kroki:
2.1. Z punktu (x,0) wystaw prosta prostopadla do OX i znajdZ punkt P jej
przeciecia z prosta (.
2.2. Nastepnie przesun rownolegle do osi odcietych punkt P az do przecigcia
z k, otrzymujac Q.
2.3. Teraz znajdz punkt wspdlny prostej laczacej (0,0) i Q z prosta
prostopadta do osi odcietych przechodzaca przez punkt
o wspdélrzednych (z,0).
2.4. Otrzymany punkt R jest punktem wykresu funkcji y = 22.

Jak to dziala? Zobaczmy na rysunku 5. Mnie sie podoba.
W takim razie co z y = 237

W tym celu zajmijmy si¢ najpierw bardziej ogdlnym zagadnieniem: jak, majac
wykresy funkcji f i g, uzyskaé¢ wykres funkcji f - g. Rozwazmy w tym celu
rysunek 6. I co my tu widzimy? Niech S, bedzie rzedng S. Z rysunku widac, ze

Sy g(x) = f(x) : 1,

Sy = f(z) - g(x),
czyli rzedna punktu S jest réwna f(x) - g(z).

skad

Tym sposobem dostajemy przepis na konstrukeje wykresu y = f(x) - g(z)
z wykresow f i g.

1. Narysuj uktad wspolrzednych oraz pomocnicze proste k i [.
2. Nastepnie dla = z zadanego przedzialu wykonuj nastepujace kroki:

2.1. Z punktu (x,0) wystaw prosta prostopadla (do OX) i znajdz punkt Py
jej przecigcia z wykresem f oraz punkt P, jej przecigcia z wykresem g.

2.2. Przesun réwnolegle do osi odcietych punkt P do przeciecia z k,
otrzymujac Q.

2.3. Przesun réwnolegle do osi odcigtych punkt P, do przecigcia z I,
otrzymujac Qg.

2.4. Znajdz punkt R przeciecia prostej prostopadlej do OX przechodzacej
przez punkt @), oraz prostej przechodzacej przez poczatek ukladu
wspotrzednych i punkt Q.

2.5. Przesun teraz R réwnolegle do osi odcigtych nad punkt (x,0).

2.6. Otrzymany punkt S jest punktem wykresu funkcji y = f(z) - g(x).

Nieco prosciej wyglada sprawa, gdy jedna z funkcji jest identyczno$ciowa,

czyli wyznaczanie wykresu y = x - f(z) przy danym wykresie f. Popatrzmy na
rysunek 7. Tutaj rzedna S réwna jest iloczynowi x - f(z). Jako proste éwiczenie
proponuje sformulowaé stosowny przepis.
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Niestety, jak widaé¢ z rysunku 8, przy wiekszej ilosci punktow obraz staje sie
nieco zagmatwany — ale mimo to przekonujacy.

Aby postawié¢ kropke nad ,i”, zastanéwmy sie jeszcze, jak z zadanych wykresow
K f 1 g wyznaczy¢ wykres funkcji y = f(z)/g(z). Znowu popatrzmy na rysunek
(rys. 9). Wykazanie, ze rzedna punktu S jest réwna ilorazowi f(z)/g(x),
pozostawiamy Czytelnikowi. Stad juz nietrudno odczytaé¢ odpowiednia
; procedure.
Dla przykladu, znajdZzmy wykres funkcji y = (2% — 1)/(2? + 1).
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Komentarz

Czestaw Baginski i Edmund R. Puczylowski w artykule
Zmodyfikowane wielomiany i twierdzenie Erdésa (Delta
9/2008, str. 18-19) przedstawili dow6d nastepujacego
twierdzenia Erdésa:

Twierdzenie 1. Jesli p jest liczbg pierwszq, to
z dowolnego zbioru 2p — 1 liczb catkowitych mozna
wybrac p liczb, ktorych suma jest podzielna przez p.

Uzupelijmy ten tekst uwaga, ze wspomniane
twierdzenie jest prawdziwe réwniez, gdy zamiast liczby
pierwszej wezmiemy dowolna liczbe naturalng n > 1.

Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste, zalézmy wiec, ze

n > 2. Wowczas n mozemy rozlozy¢ jednoznacznie na
czynniki pierwsze. Chcemy wykazaé, ze z prawdziwosci
twierdzenia dla liczb naturalnych a i b, wigkszych od 1,
wynika, ze twierdzenie zachodzi réwniez dla ich iloczynu.
Wtedy, korzystajac z rozkladu na czynniki pierwsze

i twierdzenia 1, przez indukcje otrzymujemy uogélnione
twierdzenie.
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Rozwazmy wiec zbiér ab — 1 liczb catkowitych. Poniewaz
ab—1 > 2b — 1, na mocy twierdzenia 1 mozemy wybraé
z tego zbioru b liczb, ktoérych suma jest podzielna

przez b. Oznaczamy te sume przez bS;. Wyrzucamy
wybrane liczby ze zbioru — zostaje nam (a — 1)b — 1
elementéw. Postepowanie to powtarzamy do chwili,

gdy w zbiorze pozostanie b — 1 liczb. W ten sposob
utworzymy ((2ab— 1) — (b—1))/b = 2a — 1 zbioréw
b-elementowych.

W efekcie mamy 2a — 1 sum: bS1,0S5,...,b52,_1-

7 zatozenia prawdziwo$ci twierdzenia dla a, sposrod
liczb Sy, ..., S24—1 mozna wybraé a liczb, ktérych suma
jest podzielna przez a. Szukany zbior jest suma zbioréw
b-elementowych odpowiadajacych wybranym S; — ma
on ab elementéw, ktére sumuja sie do liczby podzielnej
przez ab.

Witold BEDNAREK

Wiecej o uogélnieniach twierdzenia Erdésa w nastepnych numerach!



