Niestety, jak widaé¢ z rysunku 8, przy wiekszej ilosci punktow obraz staje sie
nieco zagmatwany — ale mimo to przekonujacy.

Aby postawié¢ kropke nad ,i”, zastanéwmy sie jeszcze, jak z zadanych wykresow
K f 1 g wyznaczy¢ wykres funkcji y = f(z)/g(z). Znowu popatrzmy na rysunek
(rys. 9). Wykazanie, ze rzedna punktu S jest réwna ilorazowi f(z)/g(x),
pozostawiamy Czytelnikowi. Stad juz nietrudno odczytaé¢ odpowiednia
; procedure.
Dla przykladu, znajdZzmy wykres funkcji y = (2% — 1)/(2? + 1).
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Komentarz

Czestaw Baginski i Edmund R. Puczylowski w artykule
Zmodyfikowane wielomiany i twierdzenie Erdésa (Delta
9/2008, str. 18-19) przedstawili dow6d nastepujacego
twierdzenia Erdésa:

Twierdzenie 1. Jesli p jest liczbg pierwszq, to
z dowolnego zbioru 2p — 1 liczb catkowitych mozna
wybrac p liczb, ktorych suma jest podzielna przez p.

Uzupelijmy ten tekst uwaga, ze wspomniane
twierdzenie jest prawdziwe réwniez, gdy zamiast liczby
pierwszej wezmiemy dowolna liczbe naturalng n > 1.

Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste, zalézmy wiec, ze

n > 2. Wowczas n mozemy rozlozy¢ jednoznacznie na
czynniki pierwsze. Chcemy wykazaé, ze z prawdziwosci
twierdzenia dla liczb naturalnych a i b, wigkszych od 1,
wynika, ze twierdzenie zachodzi réwniez dla ich iloczynu.
Wtedy, korzystajac z rozkladu na czynniki pierwsze

i twierdzenia 1, przez indukcje otrzymujemy uogélnione
twierdzenie.
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Rozwazmy wiec zbiér ab — 1 liczb catkowitych. Poniewaz
ab—1 > 2b — 1, na mocy twierdzenia 1 mozemy wybraé
z tego zbioru b liczb, ktoérych suma jest podzielna

przez b. Oznaczamy te sume przez bS;. Wyrzucamy
wybrane liczby ze zbioru — zostaje nam (a — 1)b — 1
elementéw. Postepowanie to powtarzamy do chwili,

gdy w zbiorze pozostanie b — 1 liczb. W ten sposob
utworzymy ((2ab— 1) — (b—1))/b = 2a — 1 zbioréw
b-elementowych.

W efekcie mamy 2a — 1 sum: bS1,0S5,...,b52,_1-

7 zatozenia prawdziwo$ci twierdzenia dla a, sposrod
liczb Sy, ..., S24—1 mozna wybraé a liczb, ktérych suma
jest podzielna przez a. Szukany zbior jest suma zbioréw
b-elementowych odpowiadajacych wybranym S; — ma
on ab elementéw, ktére sumuja sie do liczby podzielnej
przez ab.

Witold BEDNAREK

Wiecej o uogélnieniach twierdzenia Erdésa w nastepnych numerach!



