Skrét regulaminu

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2009

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1
z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 —
3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére nadestaty
rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle
punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek
z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 474, 475
Redaguje Jerzy B. BROJAN
474. Za pomoca soczewki skupiajacej wytworzono obraz pozorny trzykrotnie

powiekszony. Nie zmieniajac polozenia przedmiotu, przesuwano ekran po drugiej
stronie soczewki i zaobserwowano bardzo staby obraz rzeczywisty dwukrotnie

zmniejszony. Jak powstal ten obraz? Ile wynosi wspotczynnik zalamania szkta

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
462 (WT = 3,70) i 463 (WT = 3,18)

z numeru 9/2008
Krzysztof Magiera FLosiéw

i obrazow.

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 26,00
Tomasz Wietecha Tarnéw 24,63
Andrzej 1dzik Bolestawiec 24,36
Radostaw Poleski Kotlobrzeg 22,24

Rozwigzania zadan z numeru 11/2008

Przypominamy tresé zadan:

466. Stojacy na peronie pasazer wlaczyl stoper w chwili, gdy minat
go przéd hamujacego pociagu metra. Gdy minatl go przéd drugiego
wagonu, stoper pokazal czas t; = 1,82 s, a gdy mingl go przéd
trzeciego wagonu, stoper pokazal czas to = 4,05 s. Jesli pociag hamuje
ze stalym przyspieszeniem, to w jakiej chwili ¢t3 minie pasazera przéd
czwartego wagonu?

467. Chmura o ksztalcie dlugiego walca o promieniu R sklada si¢

z elektronéw krazacych wokét osi walca w polu magnetycznym

o indukcji B skierowanym wzdtuz tej osi. Liczba elektronéw na
jednostke objetosci n jest stala wewnatrz chmury, a na zewnatrz niej
jest préznia. Znalezé mozliwe predkoéci katowe w obrotu chmury, oraz
maksymalng warto$é¢ n, dla ktérej taki ruch elektronéw jest mozliwy
(przy ustalonych pozostalych parametrach). Zaltozy¢, ze predkosé
elektronéw jest znacznie mniejsza od predkosci §wiatla.

466. Spelnione sa rownania
d = vty —at3/2, 2d = vots — at3/2, 3d = vots — ats/2,

gdzie d jest dlugoscia wagonu, vy — predkoscia
pociagu w chwili wtaczenia stopera, a a — opdZnieniem
(przyspieszeniem ujemnym). Po wyeliminowaniu vy i a
otrzymujemy rownanie kwadratowe na t3

t3(ts — 2t1) + t3(2t — 13) + tita(ty —t1) = 0.
Analityczna postaé¢ rozwiazania jest tak ,niewygodna”,
ze ja pominiemy i podamy jedynie wynik liczbowy
ts = 7,24 s. Nalezy wybra¢ mniejszy z dwéch wynikéw,
gdyz wiekszy odpowiada nierealnemu ,,powrotowi”
pociagu po jego zatrzymaniu.

467. Chmura wytwarza radialne pole elektryczne,
ktorego natezenie w odleglosci r od osi walca mozna
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soczewki? Grubos$é soczewki jest mata w poréwnaniu z odlegloscig przedmiotu

27,27 475. Ptaska warstwa o grubodci d i stalej dielektrycznej réwnej 1 zawiera
jednorodnie rozmieszczony ladunek dodatni o gestosci objetosciowej o i styka sie
z druga warstwa o identycznych parametrach, ale zawierajaca tadunek ujemny.
Obliczy¢ roznice potencjaléow miedzy zewnetrznymi powierzchniami warstw.

obliczy¢, stosujac prawo Gaussa do wspélosiowego walca
o promieniu r. Dla r < R otrzymujemy

rne
Er)=—.

() =5,
Przyréwnujemy réznice sity Lorentza i sity
oddziatywania elektrostatycznego do sity dosrodkowej

rne
e(er — —) = mw?r

(m — masa elektronu).
280

Jak widaé¢, predkos¢ katowa w nie zalezy od r, czyli
chmura obraca sie ,sztywno”. Po wprowadzeniu
oznaczen w, = eB/m (czestosé cyklotronowa)

. _ 2 7 7 .
iwp, =/e2n/meg (czestosé plazmowa Langmuira)
rOwnanie powyzsze mozna zapisa¢ w postaci

2 1,2
W — wew + 5wy, = 0.
Zatem
_ 1 2 2
w= 5(we £ Vwi —2wy).

Utrzymanie chmury w opisanym ruchu przestaje by¢

mozliwe, gdy 2wg przekroczy warto$é w?, tzn.
B2Eo
Nmax = om

Logiczna spdjnoéé¢ rozwigzania wymaga jeszcze
rozwazenia pola magnetycznego wytworzonego przez
ruch tadunku chmury. Okazuje sie, ze pochodzaca od
tego pola magnetycznego sita Lorentza jest mniejsza od
sily elektrostatycznej o czynnik rzedu v?/c?, czyli wobec
zalozonej nierelatywistycznej predkosci elektronow
mozna te site pominaé.



Klub 44

Zadania z matematyki nr 577, 578

Redaguje Marcin E. KUCZMA

577. Dwusieczna kata ABC' tréjkata ABC przecina bok AC w punkcie E oraz
® okrag opisany na trdjkacie ABC w punkcie D. Punkty M i N sa odpowiednio

srodkami odcinkéw AE i C'D. Dowiesé, ze punkty M, B, C, N leza na jednym
-_— 4 4 okregu.
[

578. Wykazaé zbiezno$é i obliczy¢ granice ciagu (a,) o wyrazach

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2009

an:\/1—|—2\/1—|—3\/1+...—|—(n—1)\/1+—n.

Zadanie 578 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2008

Przypominamy tres¢ zadan:

569. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o $rodku O; odcinek AB jest $rednica tego okregu.
Proste AB i C'D przecinaja si¢ w punkcie P. Okregi opisane na tréjkatach OBC i OD A przecinaja
si¢ w punktach O i Q. Dowies¢, ze OQ L PQ.

570. Znalezé wszystkie funkcje f, okreslone w zbiorze liczb rzeczywistych nieujemnych, o wartosciach
w tym samym zbiorze, ciggle prawostronnie w punkcie 0 i spetniajgce nieréwnosé

i

569. Nie tracac ogélnosci, przyjmijmy ze punkt B lezy
miedzy A i P.

E

7 "\

Niech E bedzie punktem przeciecia prostych AD i BC),

i niech FF bedzie wysokoscig w tréjkacie ABE;

pozostate dwie wysokosci to AC' 1 BD. Przecinaja si¢

one w punkcie H; odcinek FH jest srednicg okregu w,
przechodzacego przez punkty C' i D. Poniewaz |[<OCH| =
|XOAC| = |£xCEH]|, okrag w jest styczny do prostej OC.

Zachodzi ponadto réwnosé¢ |ED| - |EA| = |EC| - |EB],
z ktorej wynika, ze punkt F lezy na osi potegowej okregow
(ODA) i (OBC), czyli na prostej OQ.

Kazdy z czworokatéw OQDA i OQC B ma (z zalozenia)
okrag opisany. Wobec tego |[<DQE| = |[<EAB]| oraz
|<xCQE| = |« EBA]|, skad przez dodanie stronami

|«CQD| = |<EAB|+ |<EBA| =180° — |XBEA|.
To za$ oznacza, ze okrag w przechodzi tez przez punkt Q.

Dalej, kazdy z czworokatéw AFCE i ABCD ma okrag
opisany, wiec mamy réwnosci

|«BCF| = |XEAB| = |xDAB| = |xBCP]|.
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T +y
1+x+y

) > f(x)+ f(y) dla wszystkich z,y > 0.

To pozwala na dwa sposoby wyrazi¢ miare kata ABC"
|XABC| = |<OCB| = |<xOCF|+ |XBCF| =
=|«xOCF|+ |«DAB|,
|<ABC| =180° — |« PBC| = |xBPC| + |«xBCP| =
= |XFPC|+ |xDAB].
7 przyréwnania prawych stron dostajemy rownosé

|XOCF| = |xFPC|, prowadzaca do wniosku, ze okrag ',
opisany na trojkacie CF P, jest styczny do prostej OC.

Zatem prosta OC' jest wspoélna styczna do okregdéw w i w’

— jest wiec ich osia potegowa. W takim razie |OF|- |OP| =
|0OQ| - |OFE| i w konsekwencji czworokat EQF P jest wpisany
w okrag. Skoro za$ kat EF P jest prosty, wynika stad, ze

i kat EQP jest prosty.

570. Niech f bedzie jedna z szukanych funkcji. Wszystkie
jej wartodci sa liczbami nieujemnymi. Dla z =y =0
mamy f(0) > 2f(0), skad f(0) = 0. Podstawiajac w danej
nieréwnosci y = 0, otrzymujemy zalezno$é
x

! (1 + ac) > f(@)
Ustalmy liczbe g > 0 1 wezmy pod uwage ciag liczb
dodatnich (x,) okreslony rekurencyjnie:

Tn
1+ xzn
Jest on malejacy, wiec zbiezny. Jego granica A spelnia
réwnanie A = \/(1 + ), ktérego jedynym pierwiastkiem jest
A = 0. Tak wigc limz,, = 0.

dla x > 0.

Tnt1 = dlan=0,1,2,...

Nier6wno$é spetniona przez funkcje f pokazuje, ze f(zny1) =
f(zn). Zatem ciag (f(zn)) jest niemalejacy, skad wniosek, ze

f(zo) < f(xn) dlan=0,1,2,...

Przechodzac do granicy (n — o) i korzystajac z zalozenia
ciggtosci funkcji f w punkcie 0, stwierdzamy, ze f(z9) = 0.

A poniewaz liczba zo byta wybrana dowolnie, znaczy to, ze f
jest funkcja réwna tozsamosciowo zeru. Oczywiscie spelnia ona
wyjsciowa nierownos¢ — jest wiec jej jedynym rozwigzaniem.



