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Metode Combinatorial Nullstellensatz opublikowal w 1999 r. Noga Alon. Opiera
sie ona na dwéch twierdzeniach bedacych szczegdlnymi przypadkami twierdzenia
Hilberta o zerach. W mojej pracy korzystalem z jednego z nich.

Twierdzenie 1 (Combinatorial Nullstellensatz). Niech f(x1,za,..., %)

bedzie wielomianem okreslonym nad dowolnym cialem F. Jezeli

w wielomianie f wspolczynnik przy jednomianie xﬁ%? .. xfc’“ jest rozny od 0
ideg(f) =t1 +ta+ ...+ tg, to dla dowolnych zbioréw Si,Ss,...,S, CTF, takich
ze |S;| > t; dla 1 <i <k, istniejg ¢; € S; spelniajgce warunek

f(Cl,Cg,...,Ck;) 7&0

W mojej pracy zajatem sie uogélnieniem problemu, ktéry zostal postawiony
w jednym z zadan na Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej w Hanoi
w 2007 r.

Niech n bedzie dodatnig liczbg naturalng. Rozpatrzmy zbior
S={(z,y,2) : 2,y,2€ {0,1,...,n}, z+y+2 >0}
zlozony z (n +1)% — 1 punktow w przestrzeni tréjwymiarowej. Wyznaczyé

najmniejszq mozliwg liczbe plaszczyzn, ktorych suma zawiera S, ale nie zawiera
punktu (0,0,0).

Powyzszy problem mozna przeformulowaé jako pytanie o najmniejsza liczbe
plaszczyzn potrzebnych do pokrycia punktéw kratowych kostki n X n X n poza
jednym z wierzchotkow. Warto sie zastanowié, jak uogélni¢ to zagadnienie

na wyzsze wymiary i jakimi obiektami zastapiliby$my wowczas pokrywane
punkty kratowe danej figury. Ponadto mozemy zapytaé, czy ta figura musi
mieé¢ krawedzie rownej dlugosci. Nastepujace twierdzenie prezentuje uzyskane
przeze mnie wyniki. Terminem k-hiperprostopadioscian okreslamy figure
bedaca k-wymiarowym odpowiednikiem prostokata i prostopadloscianu.
Hiperplaszczyzng w przestrzeni RF nazywamy zbiér dajacy sie opisaé¢ jednym
réwnaniem liniowym, czyli przestrzen (k — 1)-wymiarowa zawarta w wyjsciowej.

Twierdzenie 2. Rozwaimy k-hiperprostopadtoscian w RF o wymiarach

ny X nNg X ...Xng, gdzien; € N, dla 1 <1 < k, i zbidr jego punktow kratowych
S={0,1,...,n1} x{0,1,...,n2} x ... x {0,1,...,nx}. Niech O = (0,0,...,0)
bedzie Srodkiem ukladu wspotrzednych. Wowczas liczba hiperplaszczyzn, ktorych
suma zawiera zbiér S\ {O} i nie zawiera punktu O, musi byé réwna przynajmniej
ny+nog + ...+ ng.

Dowaod. Zatézmy przeciwnie, ze minimalna liczba m, spelniajaca warunki
zadania, jest mniejsza od > n,. Mamy m hiperplaszczyzn, spelniajacych
warunki zadania, opisanych rownaniami a;1x1 + a;oxe + ... + ajpxr = b; dla
1 =1,2,...,m. Wowczas wszystkie b; sg rézne od zera, gdyz hiperplaszczyzny
te nie zawieraja punktu O. Rozwazmy wielomian
k  n; m
P(.’E17$27 N ,Z’k) = AH H(xl — j) + H(ailxl “+ aj0xo + ...+ jpTr — bz),
i=1j=1 i=1
gdzie

k
b,
A= (1)~ Cn+m+1 TT 20
(-1) 1.
Wielomian P zostal zdefiniowany tak, aby jego miejscami zerowymi byly wszystkie
punkty zbioru S. Istotnie, oba iloczyny zeruja si¢ na punktach zbioru S\ {O},
natomiast wspélezynnik A jest dobrany tak, by otrzymaé P(0,...,0) = 0.

Poniewaz b; sa niezerowe, to takze A # 0. Popatrzmy na jednomian z7'x5? ... x.*

— pojawia sie on tylko w pierwszym iloczynie w definicji wielomianu P, co wynika
z zalozenia, ze m < > n,;. Wobec tego wspétezynnik w P przy tym jednomianie
jest réwny A, wiec rézny od zera. Stad deg(P) = > n,.
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Niech S; ={0,1,...,n;}, dla 1 < i < k. Wéwezas |S;| =n; + 1 > n; oraz

S =851 x5 X ...x Sk Mozemy wiec skorzystaé¢ z Combinatorial Nullstellensatz
dla t; = n; oraz uprzednio zdefiniowanych S;. Wnosimy, ze istnieje taki punkt
(c1,¢2,...,¢k) € S1 X So X ... x S, dla ktérego P(cy,co,...,cx) # 0. Otrzymana
sprzeczno$¢ dowodzi stusznoéci tezy. O

Okazuje sie, ze otrzymane oszacowanie jest optymalne. Aby to wykazad,
wystarczy rozwazy¢ zbiér ni + ... + ny hiperplaszczyzn o réwnaniach z; = j,
dlaj=1,2,...,n;0raz i =1,2,... k.

W podobny sposéb mozemy udowodnié nieco ogélniejsze twierdzenie, w ktérym
wylaczany punkt jest dowolnym punktem kratowym k-hiperprostopadtoscianu
(niekoniecznie wierzchotkiem). Dow6d rézni sie od powyzszego nieco bardziej
skomplikowana postacig konstruowanego wielomianu.

Powyzsze twierdzenie daje takze optymalne oszacowania dla kilku innych
probleméw, ktére rozwazalem w mojej pracy. Dotyczyly one analogicznego
pokrycia hiperptaszczyznami punktéow kratowych k-wymiarowej kostki, a takze
k-hiperprostopadtoscianu z wytaczeniem dwoch przeciwlegltych wierzchotkéw lub
wszystkich wierzchotkéw.

Warto takze zastanowié¢ sie nad minimalng liczba hiperptaszczyzn potrzebnych
do pokrycia wszystkich punktéw kratowych kostki {0,1,...,n}* z wylaczeniem
wszystkich punktéow znajdujacych sie na jednej z gtéwnych przekatnych. Udato
mi sie uzyskaé¢ wyniki tylko dla kwadratu, tj. przypadku dwuwymiarowego. Moze
Czytelnik sprobuje rozwiazaé ten problem?

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 735. Promien $wiatla pada pod katem a na stos plaskich przezroczystych
plytek jednakowej grubosci. Wspolczynnik zalamania kazdej z nich jest k razy
mniejszy niz poprzedniej. Dla jakiego najmniejszego kata padania promien

nie przejdzie przez stos N plytek? Wspolezynnik zalamania wierzchniej plytki
wynosi n.

Rozwiazanie na str. 12

F 736. W oérodku o wspoélczynniku zalamania n = 1,3 rozchodzi si¢ waska
rownolegla wiazka Swietlna o przekroju kolowym. Wiazka ta pada centralnie na
wydrazenie sferyczne o promieniu duzo wiekszym od promienia przekroju wigzki.
Tle razy szersza bedzie wiazka po przejsciu przez wydrazenie?

Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Waldemar POMPE

M 1234. Do pokrycia pewnego prostokata zuzyto k kwadratow 2 x 2

oraz m prostokatéw o wymiarach 1 x 4. Zadne dwie pokrywajace figury

nie nakltadaja si¢ ani nie wystaja na zewnatrz prostokata. Udowodni¢, ze tego
samego prostokata nie da sie pokryé¢, uzywajac k — 1 kwadratow wymiaru 2 x 2
oraz m + 1 prostokatow o wymiarach 1 x 4.

Rozwiazanie na str. 20

M 1235. Punkty K, L, M, N sa odpowiednio $rodkami bokéw AB, BC,
CD, DA czworokata wypukltego ABC'D. Odcinki KM i NL przecinaja si¢

w punkcie S (rysunek). Wykazaé, ze suma pél czworokatéow AKSN i SLCM
jest réwna sumie pol czworokatow K BLS i NSMD.

Rozwiazanie na str. 19

M 1236. Dana jest taka liczba naturalna n > 4, dla ktorej liczba n + 1 jest
podzielna przez [y/n] + 1. Dowies$é, ze liczba (n — 1)(n — 3) jest podzielna

przez [v/n] — 1.
Uwaga: [a] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od a.
Rozwiazanie na str. 24
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