Co za duzo, to niezdrowo?
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Jas ukladana biurku kartki. Moga one czesciowo nakladac sie, ale nie moga wystawacé
poza brzeg biurka. Oznaczmy przez K laczne pole wszystkich kartek, za$ przez B
powierzchnie biurka. Jesli K < B, to Ja$ nie zdola przykry¢ calego biurka, pewien
punkt zawsze bedzie wystawal spod kartek. Jesli K > B i Ja$ uprze sie, zeby

kartki jednak nie naktadaly sie, to nie uda mu si¢ w ogoéle ich na biurku pomiescié.
Zmieszczy sie, o ile niektére beda sie naktadaé, wtedy pewien punkt biurka bedzie
przykryty co najmniej dwiema kartkami. Jedli K > 2B, to znajdzie si¢ nawet punkt

biurka przykryty co najmniej trzema kartkami.

Wszelkie skojarzenia z omawiang tu
miesigc temu zasada szufladkows
Dirichleta sa jak najbardziej stuszne!

1. Wewnatrz kwadratu o boku 1 znajduje si¢
pewna liczba két. Suma ich obwodéw jest rowna 10.
Wykaz, ze istnieje prosta prostopadta do ktéregos

z bokéw kwadratu i majaca punkty wspolne

z co najmniej czterema kotami.

R.. Suma dlugosci rzutéw wszystkich kot na bok AB kwadratu
to suma ich $rednic, czyli 10/7 > 3. Zatem istnieje taki punkt
X na AB, na ktéry rzutowane sa co najmniej cztery kota.
Szukana prosta to prosta przechodzaca przez X, prostopadta
do AB. O

2. Na nieograniczonej tace jest nieskonczenie wiele
modliszek, poczatkowo kazde dwie oddalone sa

0 co najmniej 2 metry. Kazda modliszka porusza
sie z predkoécia do 5 metrow na minute. Jedli
spotkaja sie dwie zywe modliszki, to jedna moze
zjes¢ druga. Modliszka umiera z gltodu i rozpaczy,
jesli przez minute nie zje zadnej innej zywej
modliszki. Udowodnij, ze po kwadransie wszystkie
modliszki bedg martwe.

R. Przyjmijmy, ze na poczatku kazda modliszka wazy M

i po zjedzeniu innej modliszki jej waga powieksza sie o wage
modliszki zjedzonej. Wobec tego po minucie kazda zywa
modliszka wazy co najmniej 2M, po dwoch minutach —

co najmniej 4M i tak dalej, po kwadransie kazda zywa
modliszka wazy co najmniej 2*° M.

Poniewaz modliszki moga zbliza¢ sie z predkoscia

co najwyzej 10 m/min, wigc wszystkie modliszki, ktérych
waga sktadalaby sie na te 2'5 M, musialyby pierwotnie
znajdowacé sie¢ w kole o promieniu 150 metrow.

Poczatkowo wokét kazdej modliszki byt jej wlasny kawatek
taki o promieniu jednego metra. Zatem 2'° roztacznych kot
o polu 7 miescito sie w duzym kole o polu 7 - 1512 (kota
wokét modliszek moga wystawaé o metr poza duze koto).
Jednak 1512 < 32000 < 32 -1024 = 2'° wiec nie mogty sie
miescié. OtrzymaliSémy sprzecznosé, czyli zadna modliszka
nie mogta przezy¢ kwadransa. O

Te i tym podobne proste obserwacje okazuja sie calkiem przydatne przy
rozwigzywaniu niektérych zadan. Oto kilka przyktadéw.

3. Na duzym kraciastym obrusie chcemy zrobié¢
plame o z gory zadanym ksztalcie i o polu
mniejszym od pola pojedynczej kratki. Wykaz, ze
mozna tak umiesci¢ plame, aby nie przykryta ona
zadnego wezta kraty.

R. Przyjmijmy, ze bok pojedynczej kratki ma 1 cm. Umie$émy
najpierw szablon w ksztalcie plamy gdziekolwiek na obrusie.
Jesli przykrywa jaki$ wezet kraty, to potnijmy go zgodnie

z liniami podziatu kratek (rys. 1). Nastepnie wszystkie
otrzymane czesci poprzesuwajmy w pionie lub w poziomie

o catkowite liczby centymetrow, az trafia do jednej, z goéry
ustalonej kratki (rys. 2). Poniewaz plama ma pole mniejsze
niz 1 ecm?, to poukladane w ten sposéb fragmenty szablonu
nie zastonig caltej wyrdznionej kratki. Wybierzmy dowolny

z niezakrytych punktéw i wszystkie czesci szablonu przesunmy
jednakowo tak, aby w tym punkcie znalazt si¢ jakis wezet
kraty (rys. 3). Nastepnie poprzesuwajmy fragmenty szablonu
z powrotem tak, zeby znéw utworzyty catoéé¢, ale w nowym
miejscu (rys. 4). Skoro zaden z fragmentéw szablonu

nie przykrywal wybranego wezla kraty, to po przesunieciu

o caltkowite liczby centymetréw nie przykryje tez zadnego
innego, wiec posktadany na nowo szablon wskazuje dobre
miejsce do umieszczenia plamy. O
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Na koniec trzy zadania do samodzielnego rozwiazania.

4. W kole o promieniu 10 wybrano 99 punktéw. Udowodnij,
ze wewnatrz kola istnieje punkt odlegly od kazdego

z wybranych punktéow o wigcej niz 1.
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5. W kole o promieniu 10 wybrano 372 punkty. Wykaz, ze
istnieje pierscien o promieniach 2 i 3, ktéry zawiera nie mniej
niz 12 sposréd tych punktow.

6. W okrag o obwodzie 24 wpisano tréjkat réwnoboczny oraz
kwadrat, ktére nie majg wspolnych wierzchotkéw. Wykaz, ze
co najmniej jeden z 7 tukéw, na ktére wierzchotki podzielity

okrag, ma dlugos¢ nie wieksza niz 1.



