Rozwaza si¢ takze ciagi de Bruijna
ztozone z liter 0,1,..., M, dla M > 1.
My nie bedziemy si¢ nimi zajmowad,
jednakze wigkszo$¢ tego artykulu mozna
tatwo uogdlni¢ do ciggdéw tej postaci.

Rys. 2. Graf de Bruijna G4.

Cykl Eulera to cykl przechodzacy
przez kazda krawedz grafu dokladnie
raz. Wigcej o cyklach Eulera mozna
poczytaé np. w ksiazce R. J. Wilsona
Wprowadzenie do teorii graféw”.

Okazuje sig¢, ze kazdy cykl Hamiltona

w Gy, (czyli cykl przechodzacy przez
kazdy wierzcholek doktadnie raz)
odpowiada pewnemu ciggowi de Bruijna

rzedu n — 1 (czy potrafisz to uzasadnié?).

Poniewaz nie sg znane efektywne metody
wyznaczania cyklu Hamiltona (ten
problem jest NP-zupelny), wiec to
spostrzezenie jest interesujace jedynie

z teoretycznego punktu widzenia.

Ciggi de Bruijna
Jakub RADOSZEWSKI

Ciggiem de Bruijna rzedu n (oznaczenie: B,,) nazywamy stowo cykliczne
dtugosci 2™ zlozone z liter” 0i 1, w ktérym kazde n-literowe stowo
zerojedynkowe wystepuje jako podstowo (tzn. spéjny fragment) dokladnie
raz. Stowo cykliczne to ciag liter bez wyrdznionego poczatku i konca — aby
przeksztalci¢ zwykle stowo w cykliczne, wystarczy je sobie wyobrazi¢ jako
zapisane wokot okregu. Na przyklad ciagiem de Bruijna rzedu 4 jest

1010000110010111,

ktory to ciag mozna zapisa¢ w postaci cyklicznej jak na rysunku 1.

Ciagi de Bruijna mozna wykorzystywac¢ do efektywnego generowania wszystkich
stéw binarnych dlugosci n, ktore z kolei mozna utozsamiaé¢ np. z podzbiorami
zbioru n-elementowego lub z zapisami dwédjkowymi liczb naturalnych od 0

do 2™ — 1. Sa one ciekawe takze same w sobie — na pierwszy rzut oka w ogéle
nie widaé¢, czy istnieja ciggi de Bruijna wszystkich mozliwych rzedéw oraz w jaki
spos6b mozna by sie zabra¢ za ich konstruowanie. W tym artykule sprébujemy
wiec rzucié¢ troche $wiatta na ich strukture.

Pokazemy najpierw, ze ciagi te sa mocno zwiazane z tzw. grafami de Bruijna, G,,.
Graf G, ma 2"~ ! wierzcholkéw, odpowiadajacych wszystkim zerojedynkowym
stowom dtugosci n — 1. Z wierzchotka v odpowiadajacego stowu aqas ... a,_1
wychodza dokladnie dwie krawedzie skierowane:

0 1
ai1as...ap—1—0a2...0,-10 oraz aias...ap_1—0a2...0,_11,

etykietowane odpowiednio literami 0 i 1.

G, zawiera tacznie 2™ krawedzi, czyli dokladnie tyle, ile liter ma ciag de Bruijna
rzedu n. Pokazemy, ze nie jest to tylko przypadkowy zbieg okolicznosci — ot6z
ciag etykiet kolejnych krawedzi na dowolnym cyklu Eulera w G,, odpowiada
pewnemu ciagowi de Bruijna rzedu n.

Na poczatku zastanéwmy sie, dlaczego w ogdle GG,, zawiera jakikolwiek cykl
Eulera. Dla graféw skierowanych jest na to proste kryterium: z kazdego
wierzchotka musi wychodzié¢ dokladnie tyle krawedzi, ile do niego wchodzi, oraz
graf musi by¢ silnie spéjny (tzn. z dowolnego wierzchotka musi sie daé¢ doj$é —
za pomoca krawedzi — do dowolnego innego wierzchotka). Sprawdzenie, ze kazdy
graf G,, spelnia to kryterium, pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. Mata
podpowiedz: aby pokazaé, ze druga cze$é¢ kryterium jest spelniona, wystarczy
umieé explicite wskazaé Sciezke z dowolnego wierzchotka do dowolnego innego.

Niech wiec e = eq,. .., ean bedzie ciagiem etykiet kolejno odwiedzanych

krawedzi na dowolnym cyklu Eulera w G,,. Aby uzasadni¢, ze e jest ciagiem

de Bruijna, pokazemy, ze dowolne dwa podstowa dlugosci n (cyklicznej wersji)
stowa e sa rézne (dlaczego wystarczy to uzasadni¢?). Niech e;e;41...€;4n—1
bedzie dowolnym takim podslowem. Zauwazmy, ze przejscie z dowolnego
wierzchotka G,, kolejno krawedziami o etykietach e;,e;41, ..., €;yn—o prowadzi
zawsze do wierzcholtka v odpowiadajacego wlasnie stowu e;e;q1...€;4n—2. Z tego
wzgledu wystapienie e;e;yq ...€;4n—26;+n—1 Na cyklu jednoznacznie wyznacza
krawedz odpowiadajaca e;+,—1 jako jedyna wychodzaca z v o takiej etykiecie.
Gdyby wiec pewne dwa podstowa e;e;q1...€j4p—1 Oraz €jejy1...€;4n—1 stowa e
byly takie same (dla i # j), to dokladnie te same krawedzie odpowiadalyby
€i4n—1 OTAZ €j4n_1, cO nie jest mozliwe, gdyz e jest cyklem Eulera.

Ze zwiagzku miedzy cyklami Eulera a ciagami de Bruijna wynika, miedzy innymi,
to, ze istnieja ciagi de Bruijna wszystkich mozliwych rzedéw. Poniewaz znane sg
efektywne algorytmy wyznaczania cyklu Eulera, to otrzymalidémy w ten sposéb
takze metode konstrukeji ciagéw de Bruijna. Mozna pokazaé, ze za jej pomoca
da sie¢ wygenerowa¢ dowolny mozliwy ciag de Bruijna, czyli ze kazdy ciag

de Bruijna odpowiada pewnemu cyklowi Eulera w G,,. (Czy potrafisz wskazaé
cykl Eulera w G4 z rysunku 2 odpowiadajacy ciagowi de Bruijna z rysunku 17)
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Rozwigzanie zadania M 1235.
Wystarczy wykazac, ze suma poél
czworokatéw AKSN i SLCM jest réwna
polowie pola czworokata ABCD.

Oznaczmy przez [F| pole

figury F. Czworokat K LM N jest
réwnolegtobokiem, gdyz na mocy
twierdzenia odwrotnego do twierdzenia
Talesa mamy KL || AC, MN || AC
oraz KL = %AC. MN = %AC. Stad
wynika, ze [AKN] = $[ABD] oraz
[LCM] = %[BCD]. Dodajac stronami
dwie ostatnie zaleznosci, otrzymujemy
(1) [AKN] + [LCM] = $[ABCD].
Analogicznie dowodzimy, ze

[BLK]+ [MDN] = $[ABCD], co

w potaczeniu z zaleznodcia (1) daje
[KLMN] = {[ABCD].

Poniewaz czworokat K LM N jest
réwnoleglobokiem, wiec
(2) [KSN]+[LMS] =

= i[KLMN] = $[ABCD].
Dodajac stronami réwnosci (1) i (2),
otrzymujemy teze.

5

Rys. 3. Przykladowy szeSciowierzchotkowy
graf skierowany z zaznaczonym
skierowanym drzewem rozpinajacym
ukorzenionym w vg = 0.

Czy w kazdym grafie eulerowskim istnieje
skierowane drzewo rozpinajace? Jak takie
drzewo wyznaczy¢?

Mogtoby sie wydawacé, ze problem mamy juz calkowicie rozwiazany. Niestety,
podany algorytm generowania ciagéw de Bruijna jest stosunkowo skomplikowany
jak na to, ze ciagi te z zalozenia maja pozwalaé¢ na szybkie generowanie
n-literowych stéw zerojedynkowych. 7 tego wzgledu opiszemy teraz pewien
pozornie zupelnie inny algorytm konstrukeji tych ciagéow, ktory jest mniej
ogélny (pozwala na wyznaczenie zaledwie jednego ciagu de Bruijna o ustalonym
rzedzie n), ale za to duzo prostszy w zapisie.

Algorytm Forda
w:=11...1; /* n jedynek */
while (true) do begin
V1= UU3 .. Upj
if (bylo[v0]) then u := v1;
else u := v0;
if (bylo[u]) then break;
bylo[u]:=true;
pisz(uy,);
end;

W algorytmie Forda konstruujemy ciag literka po literce, wybierajac
zawsze najmniejsza mozliwa litere, tak aby zadne podstowo dlugosci n sig¢
nie powtorzylto. Okazuje sie, ze ciag kolejno doktadanych literek tworzy pewien
ciagg de Bruijna rzedu n. Na przyktad wykonanie algorytmu Forda dla n = 4
prowadzi do otrzymania ciagu de Bruijna

0000100110101111.
Fakt, ze opisany algorytm jest rzeczywiscie poprawny, jest dosy¢ zaskakujacy.
Zastanawiajace wydaje sie juz chociazby to, dlaczego akurat zaczynamy
cale postepowanie od stowa zlozonego z samych jedynek, a nie, na przyktad,
z samych zer — co ciekawe, rozpoczecie algorytmu od stowa zlozonego z samych
zer nie prowadzi do wygenerowania ciggu de Bruijna, co Czytelnik moze
tatwo sprawdzi¢ chociazby dla n = 4. Dalej, Czytelnicy zaznajomieni ze
standardowym algorytmem wyznaczania cyklu Eulera w grafie moga zauwazy¢,
ze algorytm Forda jest w gruncie rzeczy do niego bardzo podobny, lecz
rozni sie od niego w jednym istotnym wzgledzie: w oryginalnym algorytmie
na poczatku wybierany jest jeden dowolny cykl, a nastepnie do niego doklejane
sa kolejne, rekurencyjnie wyznaczane cykle, tymczasem w opisanej wladnie
metodzie zakladamy, ze na pewno ,bedziemy mieli szczescie”, czyli ze juz
w pierwszym przebiegu skonstruowany cykl bedzie na pewno cyklem Eulera.
Pokazemy jednak, ze opisany algorytm nie jest az tak ,magiczny”, jak by sie
moglo wydawac.

Uzasadnienie rozpoczniemy od troche mniej znanego algorytmu wyznaczania
cyklu Eulera w dowolnym grafie G = (V, E). Powiemy, ze podgraf T grafu G jest
jego skierowanym drzewem rozpinajgcym ukorzenionym w vy, jezeli:

a) T zawiera |V| — 1 krawedzi;

b) dla kazdego wierzchotka v € V' \ {vg} w T istnieje dokladnie jedna krawedz,
ktéra wychodzi z v;

¢) z vg nie wychodzi zadna krawedz;

d) z kazdego wierzcholtka v € V' \ {vg} mozna dojs$é¢ do vy, wykorzystujac tylko
krawedzie z T

Okazuje sie, ze na podstawie dowolnego skierowanego drzewa rozpinajacego T'
grafu eulerowskiego mozna skonstruowaé¢ cykl Eulera w G. Budowe cyklu
rozpoczynamy w vg. Nastepnie wedrujemy po kolejnych (parami incydentnych
oczywiscie) krawedziach grafu, traktujac krawedzie z T jako ,zakazane”,

tzn. wybierajac je najpdzniej, jak tylko si¢ da. Dla grafu z rysunku 3 mozna
w ten sposéb otrzymaé np. cykl

0—-4—-1—-2—-0—-1—-3—-2—-5—3—0.

Dlaczego to dziala? G jest eulerowski, wiec z kazdego wierzchotka wychodzi
doktadnie tyle krawedzi, ile do niego wchodzi. Stad, po wejsciu do dowolnego
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Mozna pokazad, ze cykle Eulera w grafie
skierowanym odpowiadajg wzajemnie
jednoznacznie skierowanym drzewom
rozpinajacym. Na podstawie tego faktu
mozna wyprowadzi¢ wzor na liczbe cykli
Eulera w danym grafie, z ktérego wynika
m.in. wzér na liczbe ciagéw de Bruijna

rzedu n: 22"

wierzchotka v # vy zawsze pozostaje jakas niewykorzystana krawedz wychodzaca
7 v, co pokazuje, ze Sciezka S konstruowana zgodnie z opisanym kryterium moze si¢
skonczy¢ jedynie w v, czyli jest cyklem. Aby udowodnié, ze jest to takze cykl Eulera,
wystarczy pokazaé, ze wszystkie krawedzie z T leza na S (dlaczego?). Aby S mogla
skonczyé sie w vg, wszystkie krawedzie wychodzace z vy muszg lezeé na S, co na mocy
wtlasnosci grafu G oznacza, ze rowniez wszystkie krawedzie wchodzace do vg musza
lezeé na S. W szczegdlnosci dotyczy to wszystkich krawedzi (w, vg) € T (np. krawedzi
3 — 0dla grafu z rysunku 3). Dalej, kazda krawedz (w, vg) € T zostaje wykorzystana
w algorytmie jako ostatnia wychodzaca z w. To oznacza, ze przed tym, jak taka
krawedz znajdzie sie na .S, wszystkie krawedzie wchodzace do w musialy juz sie na
tej Sciezce znalezé, w tym wszystkie krawedzie postaci (u,w) € T' (na rysunku 3:
1 —315— 3) itd. Ze wzgledu na warunek d) z definicji skierowanego drzewa
rozpinajacego kontynuujac to rozumowanie, w koncu dojdziemy do liéci grafu T,
czyli do wierzchotkéw, do ktorych nie wchodzi juz zadna krawedz z T'. To konczy
uzasadnienie tego, ze rzeczywiscie S zawiera wszystkie krawedzie z T'.

Opisany algorytm jest moze ciekawy sam w sobie, ale jaki ma on zwigzek

z generowaniem ciggoéw de Bruijna, a w szczegdlnosci z algorytmem Forda?
Rozwazmy podgraf H grafu de Bruijna G,,, ztozony z krawedzi o etykiecie 1.
Jak tatwo zauwazy¢, jest to drzewo skierowane z dotaczong petla w korzeniu:
na najnizszym poziomie drzewa mamy wierzchotki odpowiadajace stowom
zakonczonym zerem, dalej — wierzchotki zakonczone jedng jedynka, potem
dwiema, itd. az do korzenia odpowiadajacego stowu 11...1.
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Rys. 4. Struktura podgrafu H grafu Gy4.

Wyrzuémy petle z H, a reszte potraktujmy jako skierowane drzewo

rozpinajace G,,, ukorzenione w 11...1. Zauwazmy, ze poszukiwanie cyklu Eulera
w oparciu o to drzewo odpowiada kazdorazowemu wyborowi niewykorzystanej
krawedzi o najmniejszej mozliwej etykiecie. Poniewaz, jak juz wczeéniej
zauwazylismy, n-literowe slowa binarne jednoznacznie odpowiadaja krawedziom
grafu G,, (a dokltadniej parom postaci: (wierzcholek, etykieta krawedzi
wychodzacej z wierzchotka)), wiec otrzymany algorytm jest tak naprawde. ..
dokladnie algorytmem Forda!

Na koniec dodajmy, ze algorytm Forda ma jeszcze jedna zalete: mozna
zauwazy¢, ze generowany w nim ciag jest najmniejszym alfabetycznie
(tj. stownikowo) sposréd wszystkich ciagéw de Bruijna danego rzedu.

L -]

Rozwigzanie zadania M 1234.

Podzielmy dany prostokat na kwadraty 1 x 1 (ktére bedziemy nazywaé polami) oraz
pokolorujmy niektére z nich tak, jak pokazano na rysunku. Przyjmijmy, ze liczba
pomalowanych pd6l wynosi p.

Kazdy kwadrat 2 x 2 zawiera dokladnie jedno pokolorowane pole, a kazdy prostokat 1 x 4
pokrywa parzysta liczbe pokolorowanych pél (zero lub dwa). Stad wynika, ze liczby k oraz p
sg tej samej parzystosci.

Gdyby zadane pokrycie bylo mozliwe, to rozumujac analogicznie, doszlibysmy do wniosku, ze
liczby k — 1 oraz p sa tej samej parzystosci. UzyskaliSmy sprzecznosc.
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