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Okna gotyckie i trojliscie

W oknie gotyckim, ktére badaliSmy w ostatnich trzech artykutach,

w wolng przestrzen wewnatrz ostroluku ACB i na zewnatrz dwdch
mniejszych ostrotukéw AED i DF B byl wpisany okrag (zob. rysunek 1).
Okrag ten byl styczny wewnetrznie do tukow AC' i C'B oraz zewnetrznie
do tukéw ED i DF. W tym artykule przyjrzymy sie dwém innym oknom.
W tych oknach w opisana wyzej wolna przestrzen wpiszemy nie okrag, ale
trojlisé. Ten tréjlisé mozemy wpisaé na dwa sposoby (zob. rysunki 2 i 3).
Takie dwa typy okien znajduja sie w katedrze w Erfurcie.

Trojlis¢, jak zapewne pamietamy, powstaje z trzech jednakowych okregdw
parami stycznych zewnetrznie. Sprobujemy odpowiedzie¢ na pytanie, jaki
jest promien tych trzech okregéw i gdzie znajduja si¢ ich srodki.

jest wyznaczony przez trzy okregi o srodkach O, P i ). Niech K bedzie
punktem stycznosci okregu o érodku O z tukiem E D, niech L bedzie
punktem stycznosci okregu o érodku P z tukiem AC, niech wreszcie
punkty M i N beda rzutami punktu P na proste CD i AB (nietrudno
zauwazy¢, ze punkt M jest punktem stycznosci okregéw o Srodkach

P i Q). Przyjmijmy, ze promienie tych trzech okregéw maja dlugosé r.
Przyjmijmy takze, ze odcinek AD ma dtugo$¢ 1. Réwnanie, ktérego
rozwiazaniem jest r, otrzymamy stosujac twierdzenie Pitagorasa do
trzech tréjkatéw prostokatnych: ADO, OMP i NBP (zob. rysunek 4).

Zajmijmy si¢ najpierw tréjkatem ADO. Zauwazmy, ze
AO=AK+KO=AD+ KO =1+r.
Stad dostajemy
DO? = AO? — AD* = (1+7r)> =1 =2r+1r?,
czyli

DO = /2r +r2.

Zauwazmy nastepnie, ze trojkat OM P jest potowa trojkata réwnobocznego.
Jego krétsza przyprostokatna PM ma dlugosé r, a wiec dtuzsza
przyprostokatna OM ma diugoséé rv/3.

Wreszcie zajmijmy sie trojkatem N BP. Mamy teraz
NP =DM = DO +OM = \/2r + 12 + V3.
Nastepnie
NB=ND+DB=r+1 oraz BP=BL-PL=2-r.
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7 twierdzenia Pitagorasa mamy réwnosé
NP?+ NB? = BP?,
z ktoérej dostajemy réwnanie
(V2r +12 +1v3) + (r+1) = (2 1)?,
czyli
2+ 12+ 2-V2r + 12 rV3 432 4t H2r + 1 =4 —dr 12

Po redukcji wyrazéw podobnych dostajemy réwnanie

2rV3 - \/2r + 72 =3 - 8r — 412,

Lewa strona tego réwnania jest liczbg nieujemna, a wiec prawa tez musi
by¢ nieujemna: 3 — 8r — 472 > 0. Rozwiazujac te nieréwnosé kwadratowa,
otrzymujemy nastepujacy warunek na 7:
VT -2
2
Zakladamy zatem, ze r spelnia ten warunek. Poniewaz obie strony
rownania sg nieujemne, wiec mozemy podnies¢ je do kwadratu:
472 .3 (2r +1%) = 9+ 64r% + 160" — 487 — 2472 + 6413,
Po redukcji wyrazéw podobnych otrzymujemy rownanie czwartego stopnia
4r* + 4073 4+ 40r% — 487 +9 = 0.

To réwnanie ma cztery pierwiastki rzeczywiste, ktérych wartosci
przyblizone wynosza:

ry ~ 0,2571, 1ro~04891, r3=~—-2,0599, r,;~ —8,6863.
Tylko pierwszy z tych pierwiastkéw spelnia warunek nalozony wyzej na r,
a wiec ostatecznie

0<r< ~ 0,3229.

7~ 0,2571.

W podobny sposéb, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatow
prostokatnych ANP, PMO i DBO (zob. rysunek 5), otrzymujemy
réwnanie czwartego stopnia

4r* — 1673 + 52r? —48r +9 = 0.
W tym przypadku r musi spelnia¢ warunek

<V2_22*4

0<r ~ 0,3452.

Nasze réwnanie ma dwa pierwiastki rzeczywiste:
ry ~ 0,2506, 1o~ 0,9583,
z ktorych tylko pierwszy spetnia powyzszy warunek. Zatem w tym przypadku
r ~ 0,2506.

Rozumowanie znacznie wykraczajace poza ramy tego artykulu pokazuje, ze
pierwiastki otrzymanych réwnan czwartego stopnia nie sa konstruowalne,
tzn. odcinkow o tych dtugosciach nie mozna skonstruowaé za pomocsg cyrkla
i linijki, majac dany wylacznie odcinek dtugoéci jednostkowej. Poniewaz
w naszym przypadku przyjeliSmy za jednostke dtugos$é odcinka AD, wiec
majac dana tylko rozpietos¢ ostrotuku, nie mozna skonstruowaé za pomoca
cyrkla i linijki promienia okregéw tworzacych tréjlisé. Nie powinno nas
zatem dziwié¢ to, ze budowniczowie katedr rysowali te tréjliscie ,,metoda
prob i btedow” | uzyskujac zadowalajaca doktadnosé; taka, ze niedoktadnosci
nie sa widoczne golym okiem.
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