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Mozliwe ruchy konika szachowego
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Zasada szufladkowa Dirichleta (ZSD) glosi, ze jesli umieszczamy n + 1 krélikéw
w n szufladkach, to w co najmniej jednej szufladce muszq sie znaleZé co najmniej
dwa krdliki. Latwo to sprawdzi¢ dla n = 1 (dwa kréliki w jednej szufladce),

n = 2 (trzy kréliki w dwoch szufladkach), n = 3... Nietrudno tez rozbudowaé
do wogdlnionej zasady szufladkowej Dirichleta (UZSD): jesli umieszczamy nk + 1
krolikow w n szufladkach, to w co najmniej jednej szufladce musi sie znaleZé

co najmmniej k + 1 krolikow. Oto kilka zastosowan ZSD w zadaniach geometrycznych.

1. We wnetrzu trojkata rownobocznego o boku 2 wybrano pigé punktdw.
Udowodnij, ze pewne dwa sposrod nich sg odlegle o co najwyzej 1.

R. Dzielimy trojkat na 4 mate tréjkaciki, taczac srodki bokéw. W ktéryms z nich
musza by¢ co najmniej dwa punkty i ich odlegtosé¢ nie przekracza 1. O

2. Wykaz, ze w kazdym wieloscianie pewne dwa wierzchotki maja tyle
samo krawedzi.

R. Kazdy z n wierzchotkéw ma co najmniej 3 i co najwyzej n — 1 krawedzi. Jest zatem
n — 3 mozliwych liczb krawedzi, wigc z ZSD ktores dwa wierzchotki maja ich tyle samo. O

3. Na plaszczyZnie danych jest pie¢ punktéw kratowych (czyli punktow

o obu wspélrzednych catkowitych). Udowodnij, ze srodek ktéregos

z odcinkéw taczacych te punkty tez jest punktem kratowym.

R. Kazdy z danych pieciu punktéw ma wspoélrzedne jednego z czterech rodzajow:
(P,P), (P,N), (N,P) lub (N, N), gdzie P to liczba parzysta, a N — nieparzysta.
Zatem z ZSD pewne dwa punkty A i B maja wspolrzedne tego samego rodzaju.
Srodek odcinka AB jest punktem kratowym, bo $rednia arytmetyczna liczb o tej samej
parzystosci jest liczbg catkowitg. O

4. Przy okraglym stole jest 100 miejsc oznaczonych proporczykami

100 réznych panstw. Ambasadorowie tych panstw siedli przy stole

w sposob losowy tak, ze zaden z nich nie zajatl odpowiedniego miejsca.
Wykaz, ze mozna tak obréci¢ okragly stot, aby co najmniej dwéch
ambasadorow siedzialo przy wlasciwych proporczykach.

R. Dla kazdego ze 100 ambasadoréw istnieje doktadnie jedno wtasciwe ustawienie stotu

spos$réd 100 mozliwych. Skoro wyjsciowa sytuacja nie jest dobra dla nikogo, to ktores
z pozostalych 99 ustawien musi by¢ odpowiednie dla przynajmniej dwoch oséb. O

5. Wykaz, ze w kazdym wypuklym parzystokacie istnieje przekatna, ktoéra
nie jest rownolegla do zadnego z bokow.

R. Skorzystamy z faktu, ze n-kat ma ”<"273> przekatnych (prosze sprawdzid!). Zatem
2k-kat ma k(2k — 3) = 2k(k — 2) + k przekatnych. Zat6ézmy, ze kazda z nich jest
réwnolegla do ktérego$ boku. Wtedy z UZSD do ktéregos z 2k bokéw rownolegtych
jest co najmniej k — 1 przekatnych. Koncami tych przekatnych oraz boku sa rézne
wierzchotki wielokata, jest ich tacznie co najmniej 2((k — 1) + 1) = 2k. Wielokat jest
wypukly, wiec aby wszystkie przekatne faktycznie byly przekatnymi, musi istnieé
jeszcze co najmniej jeden wierzcholek. Otrzymana sprzecznosé koriczy dowéd. O

6. Na nieskoniczonej szachownicy stoi 1999 konikéw szachowych. Czy
mozna z nich wybraé 1000 takich, ze zadne dwa si¢ nie atakuja?

R. Konik stojacy na czarnym polu nie atakuje zadnego z czarnych pdl i analogicznie
dla konika stojacego na bialtym polu (rysunek). Z UZSD, sposréd 1999 skoczkéw
co najmniej 1000 stoi na polach jednego koloru. Zadne dwa z nich sie nie atakuja. O

Kilka zadan domowych:

8. We wnetrzu trojkata réwnobocznego o boku 12 wybrano
300 punktéw, z ktérych zadne trzy nie leza na jednej proste;j.

7. Na ptaszczyznie narysowanych jest 2n + 1 okregdw Udowodnij, ze pewne trzy z tych punktéw tworza trojkat
o promieniu v/5 i o §rodkach w punktach kratowych. Wykaz, o obwodzie nie wigkszym niz 3.

ze mozna zetrzeé¢ n sposérod tych okregdw tak, aby wsrod
pozostatych zaden nie przechodzil przez $rodek zadnego

9. Na ptaszczyznie danych jest n prostych, z ktérych zadne
dwie nie sa rownolegte. Wykaz, ze wtedy pewne dwie z nich

innego. przecinaja sie pod katem nie wigkszym niz 180%
Wskazowka. Jak wzgledem $rodka pojedynczego okregu no
potozone sa wszystkie punkty kratowe, przez ktore on 10. Szescian przecinamy ptaszczyzng. Czy mozna w przekroju

przechodzi? Skorzystaj z zadania 6.

otrzymac czworokat, ktory nie jest trapezem?
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