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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 472, 473
Redaguje Jerzy B. BROJAN

472. Elektroskop wycechowano zaopatrujac go w skale, na ktorej zaznaczono
kolejne wartosci ladunku (w dowolnych jednostkach). Czy dzialtki skali powinny
by¢ réwno od siebie odlegle, czy tez nieréwno odlegle (a—d)? Wskazaé skale
najblizsza prawidlowej i uzasadni¢ odpowiedz.

473. W chwili poczatkowej drobiny pylu byty nieruchome i rozmieszczone

w sposéb jednorodny, tworzac kule (gwiazde?). Jesli jedyna sila dzialajaca na
pylki jest wzajemne przyciaganie grawitacyjne, to czy w czasie zapadania si¢
kula pozostanie jednorodna? Jesli nie, to czy gestosé bedzie wicksza w srodku
kuli, czy przy jej powierzchni?

Jaka jest odpowiedz na te same pytania w odniesieniu do chmury pyltu
o ksztalcie dtugiego walca? Uzasadnié wszystkie odpowiedzi.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 9/2008

Przypominamy tresé zadan:

464. Cienki pierécien o promieniu r jest naladowany réwnomiernie
roztozonym tadunkiem elektrycznym. W ktérym miejscu dipol
elektryczny (uklad dwéch bardzo duzych tadunkéw polozonych

w ustalonej, bardzo matej odlegtosci od siebie) moze pozostawaé

w réwnowadze w polu tego pierscienia?

Rozwigzanie zadania M 1233.
Niech ay,az2,...,an4+2 bedag danymi
liczbami, ktére z dzielenia przez 2n daja

odpowiednio reszty r1,72,...,"n42.

Jedli r; = r; dla pewnych liczb i, j

(i # 7), to liczba af — a? jest podzielna
przez 2n. Przyjmijmy zatem, ze liczby
T, T2, ..., Tn+2 $8 rézne.

Zbiér S = {0,1,2,...,2n—1} mozliwych

reszt z dzielenia przez 2n podzielmy na
n + 1 podzbioréw:
S={1,2n—-1}U{2,2n -2} U--- U
U{n—-1,n+1}U{0} U {n}.
Z zasady szufladkowej Dirichleta wynika
wiec, ze pewne dwie reszty r;, r; (i # j)
spelniajg réwnosé r; 4+ r; = 2n. Stad
wynika, ze liczba af - an jest podzielna
przez 2n.

465. W dlugim przewodniku prostoliniowym znajdujacym si¢ w prézni
plynie prad o natezeniu I. W polu magnetycznym tego przewodnika
porusza si¢ elektron, przy czym w chwili poczatkowej jego odleglosé od
przewodnika wynosita 71, jego predkos$¢ miata wartosé v, a kierunek
predkoéci byl rownolegly do przewodnika, ze zwrotem zgodnym ze
zwrotem pradu. Jaks (maksymalnie) odlegto$é ro od przewodnika
osiagnie elektron?

464. Dipol pozostaje w rownowadze, jesli:

a) jest ustawiony réwnolegle do pola elektrycznego — inaczej obréciltby sie,
b) pole jest lokalnie jednorodne ($cidle: gradient pola jest réwny zeru) — inaczej
zostalby wciagniety w obszar silniejszego pola.

Warunek b) jest spelniony w $rodku pierscienia oraz w dwéch punktach potozonych
symetrycznie na jego osi, gdyz natezenie pola jest rowne zeru w $rodku, ro$nie
w miar¢ oddalania si¢ od niego wzdluz osi, a w duzej odlegltosci znéw maleje do
zera. Wzér na warto$é¢ E w odleglodci d od $rodka pierécienia wynika ze zrzutowania
wektora natezenia pola poszczegdlnych fragmentéw pierécienia na kierunek osi:
__a d
 dmeg (d2 +1)3/2°

Maksymalna warto$é E osiaga dla d = r/+/2. Autor sadzi, ze te dwa punkty sa
jedynymi punktami rownowagi trwalej, a srodek pierécienia — jedynym punktem
réwnowagi nietrwalej, cho¢ $cisty dowdd tego byltby zapewne trudny.

465. Przyréwnujac site Lorentza do sity dosrodkowej, otrzymuje si¢ znany wzoér
na promien okregu zataczanego przez cialo naladowane w polu magnetycznym.
Podstawiamy tu tadunek elementarny e:

R=™

~ eB’

Gdy pole nie jest jednorodne (tu B = 42 1) tor ciala nie jest okregiem, a powyzszy
wzér opisuje promien jego krzywizny. Tak jak w przypadku ruchu po okregu,
predkosé v pozostaje stata. Tor ruchu elektronu i przewodnik leza w jednej
plaszczyznie, a jedli przedstawimy tor jako funkcje y(r) (gdzie y jest wspélrzedna
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Rozszerzona czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po 461 zadaniach

Mateusz Lacki (Krakéw) 42,38
Konrad Kapcia (Czgstochowa) 41,36
Jerzy Witkowski (Radlin) 1 - 36,24

[poprawiono drobna pomylke]
Marian Lupiezowiec

(Zebrzydowice) 35,00
Krzysztof Magiera (Losiéw) 1 - 26,16
Andrzej Nowogrodzki
(Chocianéw) 2 — 25,68
Andrzej Idzik (Bolestawiec) 8 — 24,36
Radostaw Poleski (Kolobrzeg) 22,24
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 6 — 21,45
Jacek Konieczny (Poznan) 19,16
Ryszard Wozniak (Krakéw) 12,74
Michal Kozlik (Gliwice) 8,98
Przemysltaw Bienias
(Aleksandréw ELoédzki) 8,58
Zbigniew Galias (Krakéw) 1-38,15

Lista obejmuje uczestnikow, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2006-2008 oraz maja
w biezgcej rundzie na swoim koncie co
najmniej 8 punktéow. Cyfra przed kreska
wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt juz

44 punkty.

Weterani Klubu 44F (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana): P. Bala,
D. Lipniacki, A. Sikorski, A. Surma (4),
P. Gworys, A. Idzik (8), T. Wietecha (6),
J. Lazuka, M. Wéjcicki (jesli uczestnik
zdobyl 44 punkty wigcej niz 3 razy,
podana zostala odpowiednia liczba).

Pozostali cztonkowie Klubu 44F
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: J. Lipkowski,
A. Nowogrodzki, P. Perkowski;

»jednokrotni”: A. Borowski,

P. Gadzinski, Z. Galias, A. Gawryszczak,
A. Gluza, W. Kacprzak, K. Magiera,

B. Mikielewicz, L. Motyka, R. Musial,

J. Piotrowski, T. Rawlik, R. Repucha,

J. Stelmach, L. Szalast, T. Tkocz,

P. Wach, J. Witkowski.

wzdluz przewodnika, a r — odlegloscia od niego), to promien krzywizny wynosi
(1 + ()2
yll
gdzie primami oznaczono pochodne. Oznaczajac 3’ jako u, a stale zbierajac
w wyrazeniu A = 25 mamy réwnanie

poel ?
Aru' = (1 4+ u?)3/2,

Catkujemy je metoda rozdzielania zmiennych, otrzymujac

R:

A Y =1In < " >
V1 u? ro)
W tych punktach toru, gdzie r osiaga wartos¢ ekstremalna, u dazy do
nieskonczonosci ze znakiem + albo —, a lewa strona powyzszego réwnania
dazy do £A. Odejmujemy stronami réwnania z minimalng wartoscia r;
i maksymalna 7o, stad In(ry/r1) = 24, a rozwiazaniem jest wzér

(47rmv>
To = T1 €Xp .
poel

Oto nasz coroczny remanent — komentarze i uzupetnienia wynikajace
z nadestanych rozwiazan.

Zadanie 442 [Zalezno$é¢ ogniskowej zestawu dwdch soczewek od ich wzajemnego
ustawienia] (wspo6lezynnik trudnosci WT = 1,56, liczba poprawnych rozwiazan
LPR = 6). Rozwiazanie nadestane przez A. Idzika bylo w zasadzie prawidlowe,
ale czysto doswiadczalne i pozbawione jakiejkolwiek interpretacji otrzymanych
wynikow. Za to jednak zostalo bogato zilustrowane dolaczonymi fotografiami,

z ktoérych kilka reprodukujemy na okladce. Na ostatnim zdjeciu widzimy
,wspoélniczke” — corke i wspdlpracownice naszego Weterana. (A moze by tak
wprowadzi¢ Rodzinna Lige Zadaniowa, na wzér niektorych konkursow
telewizyjnych?) Pozostale dobre rozwiazania pochodza od K. Kapci, K. Magiery,
T. Wietechy, P. Bieniasai T. Tkocza. Chociaz zostaly ocenione wyzej, nie moga
sig réwnaé z praca Idzika-i-Coérki pod wzgledem oprawy wizualnej!

Zadanie 448 [Czy wprowadzenie poziomych przegréd miedzy szybami okiennymi
polepszy, czy pogorszy izolacje cieplna] (WT = 2,65, LPR = 1). Jedynym
nadestanym rozwigzaniem tego zadania byta praca K. Magiery, oparta na
przeprowadzonym doswiadczeniu. Przyrzad naszego Czytelnika skladal sie

z trzech réwnoleglych szybek, z ktérych dwie tworzyly zbiornik na goraca wode,
a miedzy Srodkows i trzecia znajdowal sie uktad poprzecznych listewek. Pomiar
temperatury przy trzeciej szybce byl wykonany dwukrotnie — w pozycji pionowej
listewek, oraz w pozycji poziomej. Otrzymany wniosek — ze przegrody pogorsza
izolacje — jest zgodny z rozwiazaniem firmowym (choé¢ chyba niezupelnie zgodny
7z zamieszczona w pracy tabelka pomiaréw).

Zadanie 449 [Impuls $wiatla odbija sie od zwierciadel na dwéch zblizajacych sie
do siebie statkach kosmicznych] (WT = 3,25, LPR = 0). Podane w tresci zadania
zalozenie Fy < mwc (dotyczace energii impulsu oraz masy i predkosci statkow)
pozostawia niejasnoéé co do poréwnania Fy z mv?. Rozwiazanie firmowe byto
prawidlowe, o ile Ey < mv?, a w innym wypadku wymagalto drobnej korekty.
Ten punkt prawidlowo przedstawil w swoim liscie M. Kozlik (jednak jego praca
tez zawierala blad).

Zadanie 459 [Ladunek nad powierzchnig cieczy dielektrycznej, zaleznosé
wysokosci ,,gérki” od wysokosei ladunku] (WT = 3,25, LPR = 1). Oprécz
catkowicie zgodnego z firmowym rozwiazania T. Wietechy otrzymaliSmy tez
list (pozakonkursowy, bo wyslany z duzym opéZnieniem) od A. Idzika. Jego
pomysl nie opiera sie na minimalizacji energii calkowitej, lecz na réwnowadze
sit. Sile podnoszaca ciecz na jednostke jej powierzchni oblicza p. Andrzej
jako iloczyn natezenia pola przez gesto$é powierzchniowa tadunku o, z kolei
za$ o uzaleznia od natezenia pola i stalej dielektrycznej cieczy. Rozwiazanie
wynika dalej z przyréwnania sity do ciezaru ,,gorki”, a wynik jest zgodny

z opublikowanym w Delcie.
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Klub 44

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2009

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

563 (WT = 1,23)
Z nume

Jerzy Witkows

Marcin Kasperski

Marek Prauza
Andrzej Idzik

Zbigniew Galias

Adam Woryna
Wojciech Maci

Marek Spychata

Michal Kieza

Barttomiej Dyda
Franciszek S. Sikorski
Tomasz Warszawski
Lukasz Garncarek

Pawel Najman

Jan Czardybon

Jacek Jendrej

Joachim Jelisiejew
Joanna Bogdanowicz
Tomasz Wietecha
Krzysztof Dorobisz

Zbigniew Skali

Grzegorz Kozlowski
Tomasz Choczewski
Piotr Zmijewski

Piotr Kumor

564 (WT = 2,50)
ru 6/2008
ki 4-42,80

2-42,50

3-39,95

39,53
1-39,34
1-38,97

35,69

33,34
232,56
4-31,69

31,36

230,39

1-30,14

3-29,21

28,27

27,67

27,50

26,02

725,08

294,38

1-23,93

23,23

21,03

1-20,21
10-20,13

ak

k

Legenda (przykladowo): stan konta

7-25,08 oznacza, ze

uczestnik juz

siedmiokrotnie zdobyt 44 punkty,
a w kolejnej (6smej) rundzie ma 25,08

punktéw.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja

nastepujace dwa wa

— stan ich konta (w

runki:

aktualnie

wykonywanej rundzie) wynosi
co najmniej 20 punktéw;

— przystali rozwiaza
jednego zadania z
lub 2008.

Nie drukujemy wiec
uczestnikow, ktorzy

nie co najmniej
rocznika 2006, 2007

nazwisk tych
rozstali si¢ z ligg trzy

lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié
do naszych matematycznych tamigltowek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 575, 576
Redaguje Marcin E. KUCZMA

575. Rozwazamy alfabet zlozony z n liter, a w nim stowa o nastepujacej
wlasnosci: miedzy dwoma wystapieniami ktorejkolwiek litery, kazda litera
pojawia si¢ co najwyzej jeden raz (tzn. zabronione sa podciagi ...y ...y...
réwniez dla y = ). Ile jest takich stéw o maksymalnej dtugosci?

€T,

576. Dowiesé, ze dla liczb nieujemnych a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

GEIEE Yabe < max{(Va Vb)Y, (Vb — Ve ), (Ve Va)’)

Zadanie 576 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 10/2008

Przypominamy tresé zadan:
567. Dla kazdej liczby catkowitej n > 2 wyznaczyé wszystkie pary (a,b) liczb rzeczywistych, dla
ktérych istnieje funkcja ciaglta f:R — R, spelniajgca réwnanie

f(fC...f(z)...))=az+b dlazeR.
—_—

n

568. Niech ki, k2, ..., k, oraz m bedg liczbami catkowitymi wigkszymi od 1. Zakladamy, ze liczba m
jest wzglednie pierwsza z kazda z liczb k;. Wykazaé, ze réwnanie

k ke

.’Iill + :1:22 + ...+ :1:’71” =

ma rozwigzanie w liczbach calkowitych dodatnich x1,x2,...,2,,y.

1

"
Y

567. Sprobujmy wziaé¢ funkcje postaci f(x) = Az + B; jej n-ta iteracja ma
postaé A"z + (A"~ + ...+ A+ 1)B. Aby funkcja f speliata podany warunek
(dla zadanych liczb a,b), wystarczy, by spelniony byt uklad réwnan

A" =qa, (A" '4+.. . +A+1)B=0.
Gdy a > 0 lub gdy n jest liczba nieparzysta, przyjmujemy A = a
suma w nawiasie w drugim réwnaniu jest niezerowa, co pozwala wyznaczy¢ B.
Zmnalezione wartos$ci A, B okreslaja ,,dobra” funkcje f.

1n. wéwezas

Ta metoda nie dziala, gdy n jest liczba parzysta oraz a < 0. Wykazemy, ze

w tym przypadku nie istnieje zadna funkcja f o wymaganych wtasnoéciach.
Przypu$émy bowiem, ze f jest taka funkcja. Jej n-ta iteracja ax + b jest
funkcja Scisle malejaca, wiec réznowartosciowa. Zatem takze f musi by¢
roznowartosciowa. Wraz z zalozeniem ciagloéci wymusza to jej Scisla
monotoniczno$é. W konsekwencji funkcja f o f jest Scisle rosnaca i wobec tego
n-ta (parzysta) iteracja funkcji f nie moze by¢ malejgcg funkcja ax + b.

Odpowiedz: dla n nieparzystych wszystkie pary (a,b) sa dobre; dla n parzystych
— wszystkie pary (a,b), w ktérych a > 0.

568. Liczba m jest wzglednie pierwsza z iloczynem K = kiks ...k, . Istnieja
zatem liczby naturalne s, ¢, dla ktérych tm — sK = 1. Przyjmijmy z; = nsK/ki
(i=1,...,n) oraz y = n'. Tak okreslone liczby spelniaja zadane réwnanie:

n n
ah = nsK —n- ’I’LSK _ nsKJrl _ ntm — ym
i=1 1=1

Niestety, nie byl to Prima Aprilis. ,Przypomniana” w numerze kwietniowym tres$é
zadania 551 byla wprawdzie identyczna z ta podana cztery miesiace wczeéniej, na
Gwiazdke, ale — no c6z — z tym samym, wiernie skopiowanym, btedem. Niedbalstwo
przy korekcie. .. To bylo zadanie o zespole folklorystycznym. Zalozenie mialto
brzmieé: ,tancerz ¢ trenowal z tancerkami od 1 do 2¢ — 1”7. Zamiast tego —
wydrukowane zostalo ,,od ¢ do 2i — 1”. Firmowe rozwiazanie biegto jednak przy
zalozeniu z wersji zamierzonej, btad umknal uwadze.

Literowki zwykle albo sa nieistotne albo — przeciwnie — powoduja, ze tresé
calkiem traci sens; czytelnicy widza, ze ,,co$ jest nie tak” i zgaduja, jak mialto
byé. Tym razem jednak zadanie pozostalo sensowne, uczestnicy ligi probowali je
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Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

Janowicz (8), P. Kaminski (5),

Galtecki (5), J. Uryga (4),

Pawlowski (4), D. Sowizdrzat,

Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza,

Kumor (10), P. Gadziiski (7),

Jedziniak, J. Olszewski (10),

Skrzypek (4), H. Kornacki,

Wietecha (7), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (4), W. Bednorz, B. Dyda (4),
M. Peczarski, M. Adamaszek, P. Kubit (4),
J. Cisto (6), W. Bednarek (4), D. Kurpiel,
P. Najman (jesli uczestnik przekroczyt
barier¢ 44 punktéw wigcej niz trzy razy,
sygnalizuje to cyfra w nawiasie).

J.
M.
A.
T.
K.
P.
K.
L.
T.

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

A. Daniluk, K. Dorobisz, P. Jedrzejewicz,
M. Kasperski, H. Kasprzak, M. Kieza,

T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

J. Matlopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,
R. Pagacz, K. Patkowski, K. Piéro, J. Siwy,
S. Solecki, T. Warszawski, G. Zakrzewski;

»jednokrotni”: T. Bieganski,

‘W. Boratynski, M. Czerniakowska,
Dzedzej, P. Figurny, M. Fiszer,
Galias, L.. Garncarek, L. Gasinski,
Gluza, T. Grzesiak, K. Hryniewiecki,
Jachacy, M. Jastrzebski, A. Jézwik,
Kaminski, G. Karpowicz, J. Klisowski,
Kraszewski, A. Krzysztofowicz,
Kulpa, A. Langer, R. Latata,
Lipinski, P. Lizak, M. Lupiezowiec,
Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlega, R. Mazurek, H. Mikolajczak,
M. Mikucki, J. Milczarek,

R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Olszewski, R. Pikuta, B. Piotrowska,
W. Pompe, M. Roman, M. Rotkiewicz,
A. Ruszel, Z. Sewartowski, Z. Skalik,

A. Smoleczyk, Z. Surduka, T. Szymczyk,
W. Szymczyk, T. Tkocz, K. Trautman,

P. Wach, K. Witek, A. Woryna,

A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,

K. Zawistawski, P. Zmijewski.

STHSRR P Np

w dobrej wierze rozwiazaé. .. Oto fragmenty wiosennej wymiany korespondencji
miedzy redaktorem ligi a jednym z uczestnikéw (Jerzy Cisto):

— Szkoda mi tego barwnego zadania o tancach, ono mogto by¢ ciekawe;
i jestem nie w porzadku wobec wszystkich, ktorzy wtozyli wiele czasu i wysitku
we frustrujace zmagania z wydrukowanym zadaniem.

— Tylko jedna pomylona litera na tyle zadan? Nauczylem sie czego$ nowego
i o zadnej frustracji nie ma mowy.

No, przez dwadziescia pare lat nazbieralo sie tych pomytlek ciut wiecej... Ale
dziekujemy za krzepigce slowal

A teraz akcent optymistyczny minionego sezonu: dziesieé¢ czterdziestocztero-
punktowych rund! Sztuki tej dokonal Janusz Olszewski, jako drugi uczestnik
w historii ligi (przypomnijmy — pierwszym byl Piotr Kumor). Czekamy na
dalszych — no i czekamy moze na pierwsza ,,jedenastke” — pelng ¢wiartke naszej
liczby-ikony.

Przejdzmy do oméwienia najciekawszych zadan.

Zadanie 548 [M(a,b) = |{(z,y) e N> 12 <a,y < b,z Ly} dlaa,be N=
={1,2,3,...} = M(a,b) =>_ 5 la/r][b/r]u(r) (u - funkcja Mébiusa)]
(wspdlezynnik trudnosci WT' = 2,24; liczba poprawnych rozwiazan LPR = 10).
Chociaz treé¢ mogta wyglada¢ odstraszajaco, zadanie okazalo sie niezbyt trudne.
Wigkszo$é rozwigzan (w tym i autorskie, i firmowe) polegala na standardowym
uzyciu wzoru wlaczen i wylaczen. Jednak najbardziej eleganckie rozwiazanie
przedstawit Jacek Jendrej:

Dopuszczajac w okre$leniu M rzeczywiste wartosci a, b, widzimy, ze dla d € N
jest doktadnie M (a/d,b/d) par (z,y) € N? speliajacych warunki < a, y < b,
NWD(z,y) = d. Zatem
a b
(1)

Stad wobec znanej tozsamosci 3., pu(r) = 0 dla m > 1:

MEIHICE WG IRy

la][b] =) M

d>1

r>1 r>1 d>1
a b a b
= _— = -, == .
m§>:1M(m’ - > utr) m($.3) =M

Zadanie 549 [AABC; ¢ > a > b; CK — wysoko$é;

M, N — érodki AB, AC; okrag wpisany w AABC
styczny do AB, AC w punktach P, Q) = okrag wpisany
w AKMN ma érodek na PQ] (WT = 2,92; LPR = 10).
Znéw J. Jendrej jest autorem ciekawego rozwiazania:

C
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Niech I, J beda $rodkami okregdéw wpisanych

w AABC i AAMN. Okrag o $rodku J i érednicy

AT (przechodzacy przez P, Q) przecina odcinek M N
w punkcie R, symetrycznym do P wzgledem M J oraz
symetrycznym do A wzgledem NJ. Zatem dwusieczna
MJ kata KM N jest symetralna odcinka PR; a wobec
réwnosci [INR| = |[NA| = |[NK|, dwusieczna kata KN M
jest symetralna odcinka K R. Nalezy wiec dowies¢,

ze $rodek okregu K PR lezy na PQ. Okaze sig, ze

jest nim $rodek odcinka PL, gdzie L = PQNCK.
Wystarczy wykazaé, ze R lezy na okregu KLP, czyli
ze |XKRP| = |<KLP| - to za$ wynika z prostego
rachunku na katach, ktory zostawimy Czytelnikowi.

Podobne rozwiazanie przystal tez Janusz Olszewski
— dotaczajac do swojej pracy, dla pelniejszego obrazu,
drugie rozwiazanie, analogiczne do firmowego. Inne
prace z rozwigzaniem firmowym: J. Bogdanowicz,
T. Choczewski, K. Dorobisz, J. Jelisiejew,

R. Pytlak. Ponadto trzy rozwigzania rachunkowe
(uktad wspolrzednych badz trygonometria).



Zadanie 551 [Tancerz i € (1;n) trenowal z tancerkami
J € (i;2i—1); ile mozliwosci skojarzenia r par?)

(WT = 4,00; LPR = 0). Tak sformulowane (w wyniku
wspomnianej pomytki) zadanie wyglada raczej
beznadziejnie. Dwaj uczestnicy przystali listy
zatytulowane Komentarz zamiast rozwigzania.

Niech A = [a;]ign, j<on—1 bedzie macierza incydencji
(ai; = 1 gdy tancerz i trenowal z tancerka j;

poza tym a;; = 0). Ile jest mozliwosci wybrania

r jedynek, z ktérych zadne dwie nie stoja w jednym
wierszu ani kolumnie?

J. Olszewski zauwaza, ze w obrebie ustalonej
podmacierzy R o wymiarach r X r liczba takich
wyboréw, oznaczana symbolem per(R), jest dana
wzorem jak w definicji det(R), po zastapieniu
wszystkich minuséw plusami (podaje tez odsylacz do
strony www.codeproject.com/KB/applications/
RyserPermanent.aspx gdzie mozna znalezé¢ praktyczny
algorytm obliczajacy per(R)). Szukana liczba jest
wiec réwna ) | , per(R); sumowanie po wszystkich
podmacierzach r x r macierzy A — nie jest to

jednak ,wynik”, w oczekiwanym znaczeniu:

funkcja zmiennych n,r, dana jawnym wzorem
algebraicznym.

J. Cisto za$ odsyta do ksiazki V. Bryant, Aspekty
kombinatoryki, gdzie w rozdziale 12 pokazana jest
og6lna metoda generowania wielomianéw tworzacych
dla ciagéw wyrazajacych liczbe rozwazanych wybordw
(dla dowonej macierzy zerojedynkowej).

Nie wida¢, zeby ktérakolwiek z tych metod prowadzita
do wyniku w zwartej postaci.

Zadanie 558 [m,n,x € Ny n|1+x+ ... +2m
mll+az+...+2" mlinm=?n=7

(WT = 2,78; LPR = 6). Wszystkie rozwiazania jak
firmowe: J. Jelisiejew, J. Jendrej, J. Olszewski,
T. Warszawski, A. Woryna oraz K. Dorobisz
(autor zadania).

Zadanie 559 [Plansza n X n; naprzemienne zajmowanie
pol; pozycja zwycieska: zajete cztery narozniki
prostokata; kto wygrywa?] (WT = 2,42; LPR = 4(87?)).
Gdy n jest liczba nieparzysta, wygrywa rozpoczynajacy;
gdy parzysta — jego przeciwnik. Strategie opisana

w rozwiazaniu firmowym, z pelnym uzasadnieniem,

znalezli M. Kasperski, W. Swieboda, A. Woryna.

Inna skuteczna strategia polega na tym, by —

w kazdym ruchu, w ktérym nie da sie od razu
wygraé¢ — zajmowac pole srodkowo-symetryczne
do pola z ruchu przeciwnika. Dla n nieparzystych
pierwszy gracz zajmuje na starcie pole centralne,
po czym stosuje imitacje symetryczna i wygrywa,
dla n parzystych wygrywa ta metoda drugi
gracz. Skuteczno$¢ dla n parzystego jest

do$¢ oczywista. Dla n nieparzystego — préba
dowodu nie wprost prowadzi do rozwazania
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hipotetycznej (wyprodukowanej przez pierwszego
gracza) tréjki zajetych naroznikéw prostokata.
Dokladniejszej analizy wymagaja wéwczas przypadki,
gdy jeden z tych trzech naroznikéw jest polem
centralnym planszy, badz tez gdy dwa z nich leza
symetrycznie wzgledem $rodka. Bardzo staranne
rozwiazanie tg metoda przedstawil K. Dorobisz.

Jeszcze kilku uczestnikéw podalo rozwiazania
zasadniczo poprawne (jedna lub druga metoda),
z mniejsza troska o szczegoly.

Zadanie 562 [AABC; |AB| = |AC|; punkt D na
boku BC; punkt F' na okregu ACD, wewnatrz
AABC; punkt E na okregu BDF', na boku AB =
|CD|-|EF|+ |DF|-|AE| = |BD|-|AF|] WT = 2,68;
LPR = 7). Zgrabne rozwiazanie przedstawili J. Cislo
i (bardzo podobnie) T. Tkocz.

7 warunkéw zadania tatwo wynika, ze czworokaty
FDCA i FEBD maja katy odpowiednio réwne.
W okrag ADC wpisujemy czworokat F'E’'B’D’
podobny do FEBD (i tak samo zorientowany)
tak, by F/ = F. Ma on katy takie, jak FDCA,
a zatem B’ = C oraz |AD'| = |DE’|. Twierdzenie
Ptolemeusza dla czworokatéw FE'DC i FCD'A daje
rownosci
DF|-|B'E'| - |CD| - |E'F'| = +|CF| - DE'|
|AC| - |D'F'| — |AF|-|B'D'| = £|CF| - |AD’|

(jednoczesnie znak plus lub minus, zaleznie

od uporzadkowania punktéw na okregu).

Prawe strony sa réwne. W réwnosci uzyskanej

z przyréwnania lewych stron mozna pominaé
yprimy” (bo F'E'B'D’ ~ FEBD); dzigki
zaleznoéci |AC| — |BE| = |AE|, wychodzi réwnosé
Z tezy.

A. Woryna wskazal liczne pary tréjkatéw podobnych,
uzyskujac rowniez tadny dowod. M. Kieza, autor
zadania, jest tez autorem rozwiazania firmowego;

takie samo znalazl J. Olszewski. Trygonometrycznie:
K. Dorobisz, P. Najman.



