Informatyczny kacik olimpijski (17): Rozklady jazdy

odwiedzone
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Zauwazmy, ze nie mozemy ukladac¢ rozkltadu osobno dla
poszczegdlnych autobuséw, gdyz wowczas musieliby$my
przez caly czas pamigtaé¢ wszystkie juz odwiedzone
przystanki (gdyby nie bylo ograniczenia na odleglosci
miedzy kolejnymi przystankami na trasie autobusu, to
mozna by si¢ jednak obej$¢ bez tego). Z tego wzgledu
musimy uktadaé rozktady dla wszystkich autobuséw
naraz. Jak to robi¢? Zacznijmy od sytuacji, w ktorej
kazdy autobus stoi na swoim poczatkowym przystanku.
Teraz w kazdym kroku wybierzmy jeden autobus

i ustalmy, jaki jest jego nastepny przystanek — az
kazdy autobus znajdzie sie na jednym z ostatnich K
przystankéw. Taki ,niedokonczony” rozklad nazwiemy
prefiksem rozkladu jazdy.

Wygodne spostrzezenie: jesli w kazdym kroku bedziemy
wybieraé ostatni autobus (tj. ten, ktéry stoi na
przystanku najblizszym poczatkowi drogi) i zawsze
przestawiaé¢ go tak, aby zaden przystanek nie zostal
definitywnie opuszczony, to:

e w kazdym tak otrzymanym prefiksie rozkltadu
wszystkie autobusy beda w odleglosci co najwyzej
L — 1 km od ostatniego;

e nie musimy pamietac, ktore przystanki zostaly juz
odwiedzone, poniewaz sa to wszystkie za ostatnim
autobusem oraz te, na ktérych aktualnie stoi ktorys
autobus (patrz rysunek).

Intuicja podpowiada, ze do rozwiazania moglibysmy
uzy¢ techniki programowania dynamicznego.
Zauwazmy podobienstwo naszego zadania do problemu
plecakowego — prefiks rozkladu jazdy jest analogia do
czedciowo spakowanego plecaka. W przypadku plecaka
nie pamietamy dokladnie, co do niego spakowaliémy,

a jedynie ile to wszystko razem wazy (lub zajmuje
objetosci, zaleznie od sformulowania problemu). Jest
to pelna wiedza, ktéra nam wystarcza do dokonczenia
pakowania — dzigki niej mozemy obliczy¢, ile jeszcze
mozemy zmiesci¢. Jaka jest pelna wiedza, ktéra by
nam wystarczyla do dokonczenia prefiksu p rozkladu
jazdy? Musimy znaé¢ ostatni(p) — pozycje ostatniego
autobusu, oraz pozycje(p), czyli zbiér K — 1 réznych
wartoéci pomiedzy 1 a L — 1 — odleglosci pozostatych
autobusow od ostatniego. Oczywiscie, jest tylko ( IL(ill)
réznych zbiordéw pozycje(p). Zbior pozycje(p) mozemy
reprezentowaé jako liczbe calkowita — ma ona ustawiony
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Wyobrazmy sobie miasto z jedna, dluga droga, wzdtuz ktérej ustawione sa

(co kilometr) przystanki autobusowe — w sumie jest ich N. Rozklady jazdy w tym
dziwnym miedcie czesto sie zmieniaja, ale zawsze zachowuja pewne cechy. Wzdluz
drogi kursuje K autobusow, z ktérych kazdy rano zaczyna z jednego z pierwszych K
przystankéw (kazdy z innego), a wieczorem konczy na jednym z ostatnich K (réwniez
kazdy na innym). W ciagu dnia autobusy poruszaja sie tylko w jednym kierunku.
Na kazdym z przystankéw zatrzymuje si¢ doktadnie jeden autobus; co wiecej,
pomiedzy kazdymi dwoma kolejnymi przystankami kazdego z autobuséw jest

nie wiecej niz L kilometréw (L jest niewielka liczba, rzedu 10).

Czy takich rozktadéw jazdy moze by¢ wiele? Oto wlasnie zadanie — obliczenie
ich liczby, modulo pewna, zadana liczba M. Z tym wlasnie zadaniem zmierzyli
sie uczestnicy Google Code Jam 2008.

i-ty bit wtedy i tylko wtedy, gdy i + 1 € pozycje(p).
Sortujemy te liczby i przez f(pozycje(p)) oznaczamy indeks
w posortowanym ciagu liczby odpowiadajacej zbiorowi
pozycje(p). Inaczej — funkcja f jest ,ponumerowaniem”
wszystkich mozliwych zbioréw pozycje(p).

WeZmy teraz zbiér nastepnikéw p (oznaczmy go

przez nastepne(p)), czyli zbior prefikséw, ktére moga
powstaé z p w wyniku wykonania pojedynczego kroku.
Zauwazmy, ze jesli ¢ € nastepne(p), to ostatni(q) =

= ostatni(p) + 1, poniewaz kazdy przystanek musi
zostaé odwiedzony. Co wiecej, wezmy takie p i ¢, ze
pozycje(p) = pozycje(q), ale niekoniecznie ostatni(p) =
= ostatni(q). Jesli wtedy znamy nastepne(p), to z tego
mozemy otrzymacé nastepne(q): wystarczy, ze zmienimy
warto$é ostatni(-) dla wszystkich prefikséw nalezacych
do tego zbioru. Innymi stowy, zbiér nastepnikow

nie zalezy od ,bezwzglednej” pozycji autobuséw,

a jedynie od ich wzajemnego polozenia.

Mozemy wiec utworzy¢ taka macierz P, ze:

e P, ; =1, gdy istnieja takie prefiksy p i q, ze
f(pozycje(p)) =i, f(pozycje(q)) = j i q € nastepne(p)
(co jest réwnowazne z ,gdy dla kazdego p
spelniajacego f(pozycje(p)) = i istnieje ¢ takie, ze
f(pozycje(q)) = j i q € nastepne(p)”);

e P, ; =0 w przeciwnym przypadku.

Oznaczmy przez T;[i] liczbe réznych prefikséw p
rozkladu jazdy takich, ze ostatni(p) = I

i f(pozycje(p)) = i. Obliczenie wektora T jest
oczywiste. Dla dowolnego [ > 2 zachodzi

Ty=T-P

W ten sposéb mozemy obliczyé Tn_ k11 (wektor ten
jest réwny Ty - PV ~K) i stamtad odczytaé¢ wynik (jak?).

Implementacja tego rozwiazania z wielokrotnym
mnozeniem T7 przez macierz P prowadzitaby do
algorytmu o ztozonosci O(N R?), gdzie R jest wymiarem
macierzy P, czyli ( IL(ill) Dla duzych N mozemy

za to wykorzystaé szybkie (binarne) potegowanie
macierzy — ztozonos¢ takiego rozwiazania wyniostaby
O(R?1og N). Na koniec dodajmy, ze wszystkie obliczenia
w tym zadaniu prowadzimy modulo M — zlozonoéci
rozwigzania, na szczescie, nie muszg pogarszac

obliczenia na ogromnych liczbach.
Filip WOLSKI



