O algorytmie Dijkstry mozna poczytaé
w ksigzce: T. Cormen, C. Leiserson,
R. Rivest, C. Stein, Wprowadzenie do
algorytmow.
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(1) ﬂRelax(u, v, w) = true
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(2) ﬂRelax(u, v, w) = false
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Relaksacja. W sytuacji (1) funkcja Relax
znajduje krétsza Sciezke do wierzchotka v
i aktualizuje d[v]. W sytuacji (2) préba
znalezienia krétszej Sciezki nie udaje sig¢ —
zadna warto$¢ nie zostaje zmieniona.
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,Dane sa skierowany graf wazony G = (V, E) z nieujemnymi wagami na
krawedziach oraz dwa wyrdznione wierzcholki s, f € V. Wage krawedzi

u — v € E oznaczamy przez w(u — v). Nalezy znalezé dlugosé najkrotszej sciezki
z s do f.”

Gdyby to oto zadanie da¢ do rozwigzania przecietnemu polskiemu studentowi
informatyki, zapewne zaimplementowalby algorytm Dijkstry. Gdyby jednak to
samo zadanie zada¢ studentowi z Chin, to prawdopodobnie wykorzystalby do
rozwiazania — w Polsce niemal nieznany — algorytm SPFA. Nic w tym dziwnego;
jest on krotszy i duzo tatwiejszy do zaprogramowania.

Czesto bywa tak, ze uogdlniajac problem, latwiej jest znalezé jego rozwiazanie.
Nie inaczej jest w tym przypadku. Zamiast szukaé najkrétszej Sciezki z s do f,
znajdziemy najkrotsze $ciezki z s do wszystkich wierzchotkow v € V.

Schemat wigkszosci algorytmow rozwiazujacych problem najkrétszej Sciezki

jest taki sam. Kazdemu wierzcholkowi v przypisujemy warto$é d[v]. Bedzie ona
oznacza¢ najmniejsza znaleziona dotychczas dlugosé éciezki z s do v. Poczatkowe
wartosci elementéw tablicy d nadaje ponizsza prosta procedura.

Initialize Single Source(G, s)
for each v € V do d[v] := o0
d[s] := 0;

Podstawowa operacja, ktéra modyfikuje wartosé d[v], jest relaksacja. Dla
krawedzi u — v polega ona na sprawdzeniu, czy idac ta krawedzia, dojdziemy
do wierzchotka v szybciej, niz potrafiliémy to zrobi¢ do tej pory. Jesli tak, to
aktualizujemy warto$é d[v].

Relax(u,v)
if d[v] > du] + w(u — v) then
d[v] := d[u] + w(u — v);
return true;
else return false;

Algorytmy Dijkstry, Bellmana—Forda oraz SPFA roznia sie tylko tym, w jakiej
kolejnodci i ile razy relaksuja krawedzie. SPFA (ang. Shortest Path Faster
Algorithm) jest ulepszona wersja algorytmu Bellmana—Forda. Zacznijmy wiec od
opisu tego algorytmu. Sklada sie on z |V| — 1 faz, a w kazdej z nich relaksowane
sa wszystkie krawedzie grafu. Koszt czasowy algorytmu Bellmana—Forda to
zatem O(VE).

Bellman—Ford (G, s)
Initialize Single Source(G, s);
for i:=1to |V|—1do
for each u — v € F do
Relax(u,v);

Skad bierze si¢ taka, a nie inna liczba faz algorytmu Bellmana-Forda? Podzielmy
wszystkie wierzcholki grafu na grupy: Vo = {s}, V1, Va,... W zbiorze V; znajduja
sie wierzchotki, dla ktérych pewna najkrétsza Sciezka z s sktada sie z ¢ krawedzi
i ktére nie znalazty si¢ w zadnej grupie V; dla j < i. Mozna pokazaé przez tatwa
indukcje, ze po wykonaniu i-tej fazy algorytmu dla kazdego z wierzchotkéw z V;
warto$é w tablicy d jest ostateczna. Na koniec wystarczy zauwazyé, ze V; # ()
moze zachodzi¢ jedynie dla ¢ < |V]| — 1 (dlaczego?).

Zwroémy teraz uwage na nastepujace dwie sytuacje, w ktorych relaksacja

krawedzi u — v na pewno nie zmieni wartosci d[v]:

a) wartosé¢ d[u] = oo;

b) krawedZ u — v byla juz relaksowana i od tego czasu warto$é¢ d[u] nie ulegla
zmianie.
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Rozwigzanie zadania M 1231.
Zauwazmy, ze dana w tredci zadania
réwnosé jest réwnowazna zaleznosci

(a+b+c+d)(a—c+2b—2d) =

=(a+c)(—a+b+c—d).

A zatem, gdyby liczba a + b+ c+d
byta liczbg pierwsza, to musiataby
by¢ dzielnikiem jednej z liczb a + ¢
lub —a + b + ¢ — d. Jednak nie jest to
mozliwe, gdyz a+c<a+b+c+d
oraz |—a+b+c—d|<a+b+c+d
‘Wobec tego liczba a + b+ ¢ + d jest
liczba zlozona.

W tym miejscu polecamy uwadze

Czytelnika pare podobnie wygladajacych

warunkéw a), b) z wczedniejszej czesci
tekstu.
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Przyklad dzialania algorytmu SPFA. Na rysunku pogrubiono
krawedzie relaksowane. Cho¢ d[u] oraz d[w] zostaly zmienione
dwukrotnie, to krawedzie wychodzace z tych wierzchotkéw
relaksowalidmy tylko raz. Bylo to spowodowane tym, ze gdy
zmieniliSmy po raz drugi warto$¢ d tych wierzchotkéw, to byly juz one
w kolejce. Natomiast wierzcholek z znalazt si¢ w kolejce dwukrotnie,
wigc wychodzaca z niego krawedz byta relaksowana dwa razy.

Dla grafu gestego lepiej wykorzystaé
algorytm Floyda—Warshalla, takze
opisany we Wprowadzeniu do
algorytmow.

W algorytmie Bellmana—Forda czesto wykonuje sie tego typu niepotrzebne
relaksacje.

Algorytm SPFA korzysta ze struktury danych zwanej kolejka bez duplikatow.
Mozna na niej wykonaé¢ nastepujace operacje:

e Init(Q): tworzy pusta kolejke bez duplikatéw Q;
¢ Enqueue(Q,v): wstawia element v do kolejki @, o ile @ jeszcze go
nie zawiera;
e Dequeue(QR): wyjmuje z kolejki element, ktéry byl wstawiony najwczesniej;
e IsEmpty(Q): zwraca prawde, jesli kolejka jest pusta; w przeciwnym
przypadku zwraca falsz.

Jesli przyjmiemy, ze elementami @) sa liczby z zakresu od 0 do m — 1, to
implementacja tej struktury danych moze wyglada¢ nastepujaco. Précz zwyklej
kolejki utrzymywacé bedziemy tablice boolowska T'[0..(m—1)]. Wartosé¢ T'[i] okresla,
czy element ¢ znajduje sie w kolejce, czy tez nie. Trzeba teraz tylko, wstawiajac
i usuwajac elementy kolejki, odpowiednio uaktualniaé¢ tablice. W dalszej czesci
artykutu kolejke bez powtérzen bedziemy nazywaé po prostu kolejka.

W algorytmie SPFA na kolejce @) przechowywane sa wierzcholtki grafu G.

Wierzcholek u znajduje sie w @, jesli spelnione sa dwa warunki:

a) wartosé¢ d[u] # oo;

b) krawedzie wychodzace z wierzchotka u nie byly relaksowane lub od ostatniej
relaksacji zmienila sie warto$é dfu].

Na poczatku jedynym wierzchotkiem spelniajacym

W oba warunki jest s. Za kazdym razem, gdy pobieramy

z kolejki wierzchotek u, relaksujemy wszystkie krawedzie
wychodzace z u. Jesli relaksacja krawedzi © — v zmieni
warto$é d[v], to wierzcholek v wstawiamy do kolejki.
Algorytm konczy prace, gdy kolejka staje sie pusta.

@
SPFA(G, s)
Initialize Single Source(G, s);
@ Init(Q);
Enqueue(Q), s);
while not ISEmpty(Q) do
@ u := Dequeue(Q);
for each u — v € F do
if Relax(u,v) then
@ Enqueue(Q,v);

Najwigksza wada tego algorytmu jest ztozonosé
obliczeniowa. Dla pewnych graféw SPFA bedzie dzialat
@ tak samo kiepsko jak algorytm Bellmana—Forda, czyli

w czasie O(V E) (czy potrafisz znalezé przyklad takiej
rodziny graféw?). Jednak w praktyce algorytm radzi sobie
bardzo dobrze. Wykonuje niewiele relaksacji, a dzieki
prostej strukturze ma mala stala. Do SPFA mozna tez
dodaé pewne elementy losowosci (na przyklad przy wyborze
kolejnosci relaksacji krawedzi wychodzacych z ustalonego
wierzcholka), co istotnie zmniejsza szanse na to, ze dla
danego grafu algorytm bedzie bardzo nieefektywny.

Co jeszcze potrafi SPFA? Po dodaniu tablicy typu .,z jakiego wierzchotka
nastapita relaksacja” algorytm jest w stanie odtworzy¢ najkrotsza Sciezke z s

do dowolnego z wierzchotkéw. Dalej, na poczatku artykutu zatozylidmy, ze
krawedzie grafu maja nieujemne wagi — bez tego warunku algorytm Dijkstry
moze nie zadzialaé¢ poprawnie. Jednak SPFA radzi sobie nie tylko z ujemnymi
krawedziami, ale po drobnej modyfikacji wykryje rowniez ujemne cykle w grafie.
Jesli natomiast chcemy obliczyé najkrotsze Sciezki miedzy wszystkimi parami
wierzchotkéw w grafie rzadkim, wystarczy uruchomié SPFA dla kazdego
mozliwego wierzchotka startowego.
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