Punkty charakterystyczne na prostej Eulera

Jest to skrét pracy nagrodzonej srebrnym
medalem w XXX Konkursie Uczniowskich
Prac z Matematyki w 2008 roku.

O podobnych problemach mozna
poczytaé np. w: V. Prasolov, Problems
in Plane and Solid Geometry.

Okrag Eulera nazywany jest réwniez
okregiem Feuerbacha lub okregiem
dziewigciu punktow.

Punkty Eulera sg to srodki odcinkéw

o jednym koncu w ortocentrum, a drugim
w jednym z wierzchotkéw danego tréjkata
(S. L. Zetel, Geometria tréjkata).

Jesli proste AX, BY, CZ przecinaja si¢

Martha UBIK

W geometrii czesto spotykamy sie z obiektami, ktére, chociaz zdefiniowane
jednym zdaniem, kryja w sobie wiele tajemnic. Moja praca traktowata o jednym
z nich, a mianowicie o prostej Eulera. Jest to prosta, do ktérej naleza
ortocentrum H, srodek cigzkosci G oraz érodek O okregu opisanego na danym
tréjkacie. W istocie, te punkty sa wspotliniowe.

Dowdd. Niech X, Y, Z beda odpowiednio érodkami bokéw BC', CA, AB
trojkata ABC. Trojkat XY Z jest podobny do trojkata ABC w skali %
Wysokosci w trojkacie XY Z przecinaja sie w punkcie O, wiec OX : HA=1: 2.

Niech G’ bedzie punktem przeciecia odcinkéw OH i AX. Zatem AG' : G'X =
=0X:HA=1:2, wiecc G =G oraz OG' :GH=0X: HA=1:2, z czego
otrzymujemy, ze odleglo$¢ srodka cigzkosci od ortocentrum jest dwa razy
wigksza niz jego odlegloéé¢ od érodka okregu opisanego na trojkacie. O

Ponadto na prostej Eulera lezy $rodek okregu Eulera, a wiec okregu, na ktérym
leza spodki wysokoéci, srodki bokéw oraz punkty Eulera danego trdjkata.

W rzeczywistosci jednak nalezy do niej wiele innych punktow
charakterystycznych trojkata. W pracy postaralam sie wskazac kilka z nich,
a takze zdefiniowa¢ te najbardziej znane troche inaczej.

Ponizej przedstawiam kilka twierdzen z mojej pracy. Zachecam do udowodnienia
tych, ktére sa podane bez dowodu.

Twierdzenie 1. Na bokach trijketa ABC po ich zewnetrznej stronie zbudowano
trajkaty réownoboczne AUB, BT'C i CSA. Srodki ciezkosci trojkgtow ABC 1 STU
pokrywagjg sie (rysunek obok).

Twierdzenie 2. Na trojkgcie ABC opisano okrqg i poprowadzono styczne do
tego okregu w punktach A, B oraz C. Punkty przeciecia tych stycznych oznaczono
przez P, R oraz S. Srodek okregu opisanego na tréjkgcie PRS lezy na prostej
Eulera tréjkata ABC.

Twierdzenie 3. Srodek perspektywy trojkgta spodkowego oraz trdjkgta PRS

w jednym punkeie, to punkt ich przecigcia  »definjowanego powyzej lezy na prostej Eulera trdjkgta ABC.

jest drodkiem perspektywy tréjkatéw
ABC i XYZ.

Dowdéd. Oznaczmy przez H 4, Hp oraz Ho spodki wysokosci trojkata ABC
opuszczonych odpowiednio z wierzchotkow A, B i C. Zauwazmy, ze

SHoHAB = g — YAHAHe = g — XACH,

gdyz na czworokacie ACHHc mozna opisaé okrag (XCHcA = LAHAC = 7).
Stad

SHoHAB = g - (g - <CAB> — XCAB.
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Rozwigzanie zadania M 1229.
Rozwigzemy zadanie przy zalozeniu, ze
punkt D nie lezy miedzy prostymi AB
i AP (rysunek). Dowéd w pozostalym
przypadku jest analogiczny.

C

Oznaczmy przez G punkt stycznosci
okregu wpisanego w tréjkat ABC
z bokiem AC. Woéwczas

XGAE = xCGD = ¥xGPD,
skad wynika, ze punkty A, E, P, G lezg
na jednym okregu. Wobec tego

XAGE = XAPE = xDPQ = XBDF.

Réwnosé ta w potaczeniu z zalezno$ciami

AG = BD oraz XGAE = £xDBF dowodzi,

ze trojkaty AGE i BDF sa przystajace.
A zatem AE = BF.

Kiedy taki trojkat istnieje?

I analogicznie:

XHpHA,C = <CAB,

XHsHeB = <HpHcA = <BCA,

XHsHpC = <HcHpA = < ABC.
Korzystajac z twierdzenia o kacie miedzy styczna a cigciwa, mamy ponadto:

APBC = 4BAC, <YRCA=<J4CBA, <<SAB=<JACB.

Zatem trojkaty HyHpHeo 1 PRS maja parami rownolegle boki, a wiec sa
podobne. W zwiazku z tym istnieje jednokladnosé, ktora przeksztalca trojkat
H HpHc wraz z opisanym na nim okregiem na tréjkat PRS wraz z opisanym
na nim okregiem, a Srodek tej jednokladnosci jest srodkiem perspektywy tych
trojkatow. Poniewaz srodki okregéw opisanych na kazdym z tych tréjkatow leza
na prostej Eulera trojkata ABC' (dlaczego?), srodek jednokladnosci réwniez lezy
na tej prostej, co konczy dowod. O

Twierdzenie 4. Dany jest Srodek ciezkosci G oraz wierzcholek A tréjkgta ABC.
Wybrano punkt F nalezqcy do odcinka AG. Warto$é wyrazenia
FB?+ FC? — GB*> — GC?
jest stala, to znaczy nie zalezy od polozenia punktéow B i C, a jedynie od wyboru
punktu F.
Dowaod. Prawdziwe sa nastepujace rownosci: FB=TFG + G—B), FC =FG+GC.
Czyli
FB?+ FC? - GB® - GC? = FG? + 2FG - GB + GB? + FG? +
+2FG-GC 4+ GC? —GB? - GC? =
— 2(FG* + FG(GB + GC)) = 2(FG* + FG - AG) =
=2FG(FG + AG) = const. O

Twierdzenie 5. Przez H, G i O oznaczmy ortocentrum, $rodek ciezkosci i $rodek
okregu opisanego pewnego trojkata. Istnieje nieskonczenie wiele trojkgtow, dla
ktorych te punkty sq odpowiednio ortocentrum, $rodkiem ciezkosci v Srodkiem
okregu opisanego. Jesli wybierzemy punkt A i dodamy warunek, Ze ma on byc
wierzcholkiem trojkgta, to otrzymamy co najwyzej jeden taki trojkat.

Jesli taki tréjkat istnieje, to mozna podac jego jednoznaczna konstrukcje.

Konstruujemy: Otrzymujemy:

1. Pétprosta AG, a na niej punkt 1. Punkt M, bedacy $rodkiem
lezacy w odleglosci AG/2 od punktu G po boku BC trojkata ABC.
przeciwnej stronie punktu G niz punkt A.

2. Pélprosta AH. 2-3. Prosta BC' zawierajaca

3. Prosta prostopadla do pélprostej AH, bok BC tréjkata ABC.
przechodzaca przez punkt M.

4. Okrag o srodku w punkcie O 4. Punkty przecie¢ okregu
i promieniu OA. z prosta BC, to jest wierzchotki

B i C tréjkata ABC.

Twierdzenie 6. Dany jest trojkqt nierdwnoboczny ABC. Nie istnieje
trajkat wpisany w trojkgt ABC, ktorego ortocentrum, Srodek cigzkosci oraz
Srodek okregu ma nim opisanego pokrywajq sie odpowiednio z tymi punktami
charakterystycznymi trojkgta ABC.

Twierdzenie 7. Niech Y7, Ys i Y3 bedq Srodkami odcinkow o jednym koncu
w ortocentrum, a drugim w wierzchotkach tréjkgta ABC. Zachodzi réwno$é
AYy BY; CYz
ViB YoC Y3A

Prosta Eulera jest naprawde ciekawym obiektem geometrycznym i warto si¢ nia
zainteresowac!
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