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Okna gotyckie — cigg dalszy

Do dokonczenia rysunku okna gotyckiego brakowato tylko wypelnienia
najmniejszych ostrotukéw tukami takimi jak na rysunku 1. Okazuje sie,
ze jest to bardzo tatwe.

Przypomnijmy, ze ostrotuk powstawal z dwoch tukéw AC i BC
dorysowanych do trojkata réwnobocznego ABC, takiego jak na rysunku 2.
Niech teraz D, F i F beda $rodkami bokéw tréjkata ABC. Narysujmy
trzy poélokregi o érodkach w punktach D, E i F'. Brakujacymi tukami

sa: tuki AE i BD pdétokregu o érodku F, tuk EC pétokregu o érodku D

i tuk C'D potokregu o srodku E. Nieco inne wykonczenie okna mozna byto
uzyskaé¢ wykorzystujac w tym celu fragment trojliscia. Na rysunku 3 widzimy
takie wykonczenie okna. Jak je rysujemy?

Na poczatku dorysowujemy do trojkata ABC trzeci tuk: AB.
Otrzymujemy ,tréjkat krzywoliniowy” ABC' (tzw. trojkat Reuleaux),

w ktéry wpisujemy trzy okregi parami styczne zewnetrznie, takie same
jak przy tworzeniu tréjlisci (zob. rysunek 4). Musimy tylko wiedzieé,
jakie sg promienie tych okregow i gdzie lezg ich $rodki. Zauwazmy
najpierw, ze srodki P, @ i R tych okregow sg wierzchotkami trdjkata
rownobocznego. Tréjkaty ABC i PQR maja wspolny érodek O, ponadto
punkt P lezy na odcinku OA, punkt @ lezy na odcinku OB i punkt R
lezy na odcinku OC'. Dla okreslenia potozenia tych érodkow wystarczy
wiec obliczy¢ dtugo$é odcinka OP.

Obliczmy zatem dlugos¢ promienia tych okregdéw i dtugo$é odcinka OP.
Przyjmijmy AB = a. Niech punkt S bedzie punktem stycznosci

okregu o srodku R i tuku BC. Wtedy, oczywiscie, punkty A, Ri S

sa wspoétliniowe. Niech nastepnie punkt 7" bedzie punktem stycznosci
okregéw o érodkach @ i R (zob. rysunek 5). Oznaczmy litera r promien
okregéw wpisanych. Poniewaz tréjkat AT R jest prostokatny, wiec

z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy

(%) AT? + TR? = AR%.

Oczywiscie, TR = r oraz AR = a — r. Zauwazmy nastepnie, ze

AT = AO + OT. Odcinek AQO jest réwny promieniowi okregu opisanego na

Rys. 5



tréjkacie ABC, a odcinek OT' jest rowny promieniowi okregu wpisanego
w trojkat PQR. Zatem
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Podstawiajac obliczone dtugosci odcinkéw do réwnosei (), otrzymujemy

rownanie

<(“ +;)*/§>2 +r? = (a—r)?

z niewiadoma 7. Przeksztalcajac to réwnanie, otrzymujemy

(a+71)?
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a? + 2ar + r? = 3a® — 6ar,

a? 4+ 2ar +r?

+ 72 =a’®—-2ar + 12, - =a%—2ar,

3
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Jedynym pierwiastkiem dodatnim tego rownania jest

r=(3v2-4)-a.

Nastepnie zauwazamy, ze
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w nietrudny sposéb skonstruowaé za pomoca cyrkla i linijki.

Nieco inny wariant tego ostatniego wykonczenia okna
uzyskamy, wpisujac trzy okregi w oryginalny ostrotuk,
tak jak na rysunku 6. Zauwazmy, ze okregi o srodkach
P i@ maja jednakowe promienie, a okrag o srodku R
jest od nich nieco mniejszy. Promien r okregdéw

o Srodkach P i Q mozna tatwo obliczy¢ z twierdzenia
Pitagorasa. Tak jak poprzednio przyjmijmy AB = a.
Niech S bedzie punktem stycznosci okregu o sSrodku @
i tuku BC'. Niech nastepnie punkt 7' bedzie

rzutem punktu () na odcinek AB (zob. rysunek 7).
7 twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ATQ wynika,
ze AT? + TQ? = AQ?, czyli

<%+r)2+r2 = (a—r)>

To réwnanie ma jeden pierwiastek dodatni:

r= @ -a. Nietrudno tez podaé¢ polozenie

punktu @); znamy bowiem dlugoéci odcinkéw
AT:%+r=(\/§—1)-a

oraz

Pokazemy teraz, w jaki sposéb mozna obliczy¢
promien mniejszego okregu i jak mozna wyznaczy¢
potozenie $rodka tego okregu. Niech U bedzie
punktem stycznosci tego okregu z tukiem BC,
niech V bedzie punktem stycznosci dwéch dolnych
okregéw i wreszcie niech W bedzie rzutem

punktu R na odcinek AB (zob. rysunek 8). Wtedy,
oczywiscie, punkty R, V i W sa wspdlliniowe

i punkt W jest srodkiem odcinka AB. Oznaczmy
promien gérnego okregu litera x i niech RV = h.

7 twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatéw AWR

i PVR otrzymujemy uktad réwnan:

<g>2 +(r+R)? = (a—x)?,
r? 4+ h? = (r +x)2

Zmudne rozwigzanie tego ukladu réwnan
pozostawimy Czytelnikowi; podamy tu jedynie
przyblizone wartosci niewiadomych: x =~ 0,211a,
h ~ 0,378a oraz r ~ 0,232a.
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