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*Instytut Matematyczny PAN, Warszawa

Mata rzecz, a cieszy Joanna JASZUNSKA*

Niektoére twierdzenia wydaja sie czasem tak proste i intuicyjnie oczywiste, ze

az mozna watpi¢ w ich przydatnos$é. Taka choéby nieréwnosé tréjkata (NT):
suma dlugosci dwoch bokow trojkqta zawsze jest wieksza od dlugosci trzeciego
boku. Wszak kazdy wie, ze zamiast i$¢ wzdluz dwoch krawedzi trawnika, szybciej
jest przejé¢ na ukos. Oto kilka przyktadéw, ze nieréwnosé trojkata jednak bywa
przydatna, i to nie tylko w zadaniach geometrycznych.

1. Ktoéra z liczb jest wicksza: 2v/2 + 3v/5 czy v/89?7

R. Mozna, oczywiscie, rozwiazaé to zadanie obliczeniowo — podnoszac do kwadratu,
upraszczajac. . . Ale mozna tez spojrzeé¢ na rysunek 11 wtedy, z NT oraz twierdzenia
Pitagorasa, wszystko staje si¢ jasne. O

2. Sarna chce i8¢ najkrotsza droga od ulubionej topoli do ulubionego
Swierka, a po drodze napié¢ si¢ wody ze strumienia. Topola i §wierk sa po
tej samej stronie strumienia. Jaka droga powinna i$¢ sarna?

R. Oczywiscie, sarna powinna iS¢ od topoli T prosto do miejsca wodopoju W,

a nastepnie prosto od W do swierka S. Aby wybra¢ optymalne W, sarna, stojac w T',
powinna upatrze¢ sobie drzewo U doktadnie po przeciwnej stronie strumienia, niz

jest S, i skierowaé si¢ wprost na nie (rys. 2). Wtedy punkty T, W, U sa wspétiniowe.
Dla dowolnego innego W', z symetrii wzgledem strumienia oraz z NT dla ATUW’,
zachodzi TW' +W'S =TW' +W'U >TU =TW +WU =TW + WS, czyli droga
przez tak wybrane W jest najkrotsza mozliwa. O

3. Udowodnij, ze w dowolnym trdjkacie suma dhugosci érodkowych jest
mniejsza niz obwdd.

R. Oznaczmy przez ma, mg, mc srodkowe trojkata ABC poprowadzone z odpowiednich
wierzchotkéw. Niech tréjkat A’C'B bedzie obrazem tréjkata ABC w symetrii érodkowej
wzgledem érodka M boku BC' (rys. 3). Wtedy punkty A, M, A’ sa wspétiniowe

i AA" = 2ma. Na mocy NT dla AAA'C uzyskujemy 2ma < AC + A'C = AC + AB.
Analogicznie 2mp < AB + BC oraz 2m¢ < AC + BC'. Dodajac stronami i dzielac
przez 2, otrzymujemy teze. O

4. Na plaszczyznie danych jest 100 punktéw Ay, ..., Ajgo oraz okrag
o promieniu 1. Udowodnij, ze na tym okregu istnieje taki punkt B, ze
S BA; > 100.

R. Niech B;Bs bedzie pewna srednicg danego okregu. Wéwczas z NT dla dowolnego ¢
zachodzi B1A; + B2 A; > B1Bs = 2. Dodajac stronami takie NT dla wszystkich 4,

otrzymujemy
100 100 100

Z(BlAi + B A;) = Z BiA; + Z B2 A; > 200.
i=1 i=1

i=1

Stad ktéras z dwoch liczb leiq B As, Elli(i B> A; musi by¢ rowna co najmniej 100.

Przyjmujemy wtedy jako B odpowiedni z punktéw B, B2. O

5. Udowodnij nieréwnos$¢ a® + b + ¢ < (a + b+ ¢)(ab+ bc + ca), gdzie

a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw pewnego tréjkata.

R. Nier6wnos¢ nietrudno przeksztatci¢ do postaci
a’(a—b—¢c)+b0*(b—c—a)+c*(c—a—b) — 3abe < 0.

Z NT wszystkie wyrazenia w nawiasach sa ujemne. Kwadraty dlugosci bokéw oraz abc sa

dodatnie, zatem cale wyrazenie po lewej stronie jest mniejsze od zera, co konczy dowdd. O

Na koniec proponuje kilka zadan ,,domowych”.

6. W trapezie ABC D punkt M jest Srodkiem ramienia BC'.

Wykaz, ze wowczas AM + M D > AB + CD.
7. Wewnatrz trojkata ABC o obwodzie 2p dany jest

punkt X. Wykaz, ze wowczas p < AX + BX +CX < 2p.

8. Udowodnij uogélnienie NT: dowolna lamana
o koncach A i B jest dluzsza od odcinka AB.
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9. W czworokacie ABCD kat BAD jest prosty
i AB = AD. Udowodnij, ze BC +CD + DB > 2AC.

10. Znajdz najmniejsza wartos¢ wyrazenia

i\/a?wL(?il)Q

i=1
. . n o 2
dla ai,ag,...,a, >0, takich ze >, a; = n*.



