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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwigzan: 31 IIT 2009

nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
561 (WT = 1,25) i 562 (WT = 2,68)
z numeru 5/2008

Jerzy Witkowski Radlin 42,80
Marcin Kasperski Warszawa 42,50
Marek Prauza Poraj 39,95 liczb naturalnych (al, ..
Zbigniew Gali Kraké 39,34 ,
1gn1e.w ialas rakow ) ) (bh R bn)7 7e
Andrzej Idzik Bolestawiec 38,42

Ruda Slqska 35,24

Adam Woryna

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 573, 574
Redaguje Marcin E. KUCZMA

573. Dowied¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje taki ciag arytmetyczny

., a,) oraz taki ciag geometryczny liczb naturalnych

by <ar<by<as < - <bp 1 <a,_1<b, <a,.

574. W pewnym czworoscianie wszystkie sfery dopisane sa styczne do Scian

565. Z zatozen wynika, ze trojkaty ABC i AED sa podobne;

tak wiec
|AB| _|AC|  [ABC] <A0|)2

(1) AE| ~ [AD|" [AED] _ \|4D|

([XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z). Warunek: ,,[AC D] jest
$rednig geometryczng [ABC| i [AED]” przepisujemy jako
zalezno$é¢ [ABC) : [ACD] = [ACD] : [AED]. Po pomnozeniu
stronami przez [ABC] : [ACD] i uwzglednieniu drugiej
réwnosci (1) warunek ten przybiera postaé

[ABC]\® _ [1Acl\®

[ACD] ) ~— \|AD| )~
Skoro za$ [ABC] : [ACD] = |BP| : |PD|, uzyskany warunek
jest rownowazny zachodzeniu réwnosci

|[BP|  |AC)|

@ \PD| ~ JAD|"
Nalezy wykazaé, ze proporcja (2) ma miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy [AP| = [AQ|.

Na potprostych AB™, AC™, AD™ zaznaczamy odpowiednio
takie punkty F, R, G, ze |AF| = |AE|, |AR| = |AQ)],

|AG| = |AC|. Skoro |AB| > |AE|, to punkt F' lezy miedzy
A1 B, apunkt D lezy miedzy A i G, i zadne z tych punktéw sie
nie pokrywaja. Punkty F', R, G sa wspélliniowe, jako obrazy
punktéw F, Q, C'w symetrii wzgledem dwusiecznej kata CAD.
Dyskutowany warunek ,|AP| = |AQ|”, czyli ,P = R”, jest
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czworo$cianu w $srodkach okregéw wpisanych w te Sciany. Udowodnié, ze
czworoscian jest foremny.

Zadanie 574 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.
Rozwigzania zadai z matematyki z numeru 9/2008

Przypominamy tres¢ zadan:

565. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE, w ktérym |XBAC| = |XEAD|, |XBCA| = |[XEDA],
przy czym |AB| > |AE|. Przekatne AC i BD przecinajg si¢ w punkcie P; przekatne AD i CE
przecinaja sie¢ w punkcie Q. Dowie$é, ze odcinki AP i AQ maja jednakowa dlugos$é wtedy i tylko
wtedy, gdy pole tréjkata ACD jest $rednig geometryczng pél trojkatéw ABC i ADE.

566. Niech p bedzie liczbg pierwsza wigkszg od 3 i niech n = (47 — 1)/3. Wykazad, ze liczba
2"~1 _ 1 jest podzielna przez n.

wiec rownowazny wspotliniowosci punktow F, P, G — czyli
spelnieniu réwnodci
3) |AF| ) |BP)| ' |DG| _
|FB| |PD| |GA|
(twierdzenie Menelausa dla tréjkata ABD).

Przeksztalcamy lewa strone (3), korzystajac w ostatnim
kroku z pierwszego zwiazku (1):

[AF| |BP| |DG| _ __|AE| _|BP| |AC|-|AD| _
[FB| ' |PD| ' |GA| ~ [AB[—|AE] |PD|  JAC]
_(1AB| _\"" IBP| (, _|AD| _|BP| |AD|
~ \[4E| [PD [AC| ) ~ [PD] " JACT

Otrzymana réwnosé dowodzi, ze istotnie warunki (2) i (3) sa
réwnowazne.

566. W mysl matego twierdzenia Fermata, liczba 3(n — 1) =
= 4P — 4 dzieli sie przez p. Zatem takze n — 1 dzieli sie
przez p; iloraz jest liczba parzysta (bo n jest nieparzysta).
Tak wiec n — 1 = 2kp dla pewnej liczby catkowitej k.

Oznaczmy: 27 — 1 = u, 2P + 1 = v; sa to liczby wzglednie
pierwsze. Z zaleznosci
9n=1 _ (9¢)2k — (u+1)** =1 (mod u)
(v —1)%" =1 (mod v)
wnosimy, ze liczba 2"~ — 1 dzieli sie przez iloczyn uv = 3n,
wiec i przez n.



Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2009

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
460 (WT = 1,75) i 461 (WT = 2,43)
z numeru 6/2008

Krzysztof Magiera Losiéw 26,16
Andrzej Idzik Bolestawiec 24,36
Radostaw Poleski Kotobrzeg 22,24
Tomasz Wietecha Tarnéw 21,45

Rys. 2. Przekréj poprzeczny statkéw:

S — $rodek masy statku, S’ — érodek

masy wypartej wody.

462. Jesliby zastapic¢ statek taka samg masa wody, to
wypelnitaby wneke po wypartej wodzie réwno do jej
poziomu i w stanie réwnowagi dziatajaca na nia sita
wypadkowa bylaby réwna zeru. Zatem na pusta wneke
dziata taka sila ze strony otaczajacej wody, jakby byta

to ,masa ujemna” — odpychana przez pole grawitacyjne
(taki jest sens prawa Archimedesa). Stad w pewnym
uproszczeniu (wynikajacym z niesferycznego rozkladu masy)
kazdy ze statkéw mozna zastapi¢ jego masg umieszczong,
w srodku masy plus takg sama masa ujemng umieszczong,
w srodku masy wypartej wody, co w sumie daje pionowo
zorientowany ,.dipol grawitacyjny”. Oddziatywanie statkéw
na siebie jest suma dwdch sil przyciagajacych (masa
dodatnia dziala na dodatnia, ujemna na ujemna) i dwéch
odpychajacych (na krzyz). Jedli érodek masy S’ wypartej
wody lezy u obu statkéw na tej samej wysokosci, a srodek
masy statkéw S lezy powyzej S’ (tak jest najczesciej, zob.
rys. 2), to oddziatywanie odpychajace pochodzi od mas
nieco bardziej odleglych od siebie, a ponadto te sity nie sa

Zadania z fizyki nr 470, 471
Redaguje Jerzy B. BROJAN

470. Wagon o dtugosci [ jechal ze stalg predkoscia po torze poczatkowo
prostoliniowym, ktéry poczawszy od pewnego punktu przechodzi w tuk okregu
o promieniu znacznie wiekszym od [, bez przechylu bocznego. Wézki wagonu

sa rozmieszczone w odleglosdci d od jego érodka, ich rozmiary sa male, a masa
wagonu jest roztozona réwnomiernie wzdluz jego dtugosci. Niech F} bedzie
wartoscia sity poziomej dziatajacej na szyne ze strony pierwszego wozka po jego
wejsciu w tuk, gdy drugi wozek jeszcze poruszal sie po prostej, natomiast Fo

— wartoscig, tej sity, gdy caly wagon znalazl sie na tuku. Jesli F} = %FQ, to jaki
wynika stad wniosek na temat stosunku d do [?

471. Wzdluz osi pionowo ustawionej dtugiej zwojnicy wisi nié, a na nici — poziomy
pret z dwiema kulkami na koncach (rys. 1). Promief zwojnicy jest réwny r, liczba
zwojéw na jednostke jej dlugosci — n, dtugo$é preta — [, tadunek kazdej z kulek — g,
masa kulki — m, a mase samego preta mozna pominaé. Jedli ni¢ nie wywiera na pret
zadnego momentu sily, to jakim wzorem jest dana predkos¢ katowa, jaka uzyska
pret po wlaczeniu zasilania zwojnicy pradem stalym o natezeniu I7

Czy zjawisko to da sie praktycznie zaobserwowaé przy realnych wartosciach
wszystkich danych?

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 9/2008

Przypominamy tresé zadan:

462. Dwa statki spoczywaja obok siebie na morzu. Jedli nie ma zadnego wiatru ani pradéw wody, to
czy oddzialywanie grawitacyjne spowoduje zblizenie do siebie statkéw (choéby bardzo powolne)? Czy
odpowiedz moze zalezeé od rozkladu masy wewnatrz statkéw?

463. Kulisty balonik zawiera lekki gaz i dzieki temu unosi si¢ w powietrzu w stanie réwnowagi. Jego
powloka rozcigga si¢ sprezyscie, a energia sprezystoéci jest proporcjonalna do powierzchni balonika
(wtedy nadwyzka ci$nienia we wnetrzu jest odwrotnie proporcjonalna do promienia balonika — faktu
tego nie trzeba dowodzi¢). Jak zareaguje balonik — uniesie sie¢ do géry, opadnie, czy pozostanie

w réwnowadze — gdy temperatura wzrosnie, pozostajac jednakowa wewnatrz i na zewnatrz? Jak
zareaguje na wzrost ci$nienia zewnetrznego? Jaki powinien by¢ zwiazek miedzy temperatura

a ci$nieniem zewnetrznym, aby przy ich zmianie balonik pozostawal w réwnowadze? Powloka jest
cienka, a jej wlasciwodci sprezyste nie zmieniajg si¢ z temperatura.

p —p = o/r. Po skorzystaniu ze wzoru na gesto$é gazu
doskonatego ¢ = pM/RT warunek réwnowagi balonika
V(o' — 0) = m mozna przeksztalci¢ do postaci

(1)
co po pomnozeniu obu stron przez przyspieszenie ziemskie
mozna interpretowac jako rownowage ,czystej” sity wyporu
(po lewej stronie) i ciezaru powloki powiekszonego o wielko§é
wynikajaca z nadwyzki ci$nienia (po prawej). Réwnowazna
postacia tego rownania jest

onM’

2 _—.

@) p'r+o
Promien balonika zalezy od ci$nienia zewnetrznego
i temperatury zgodnie z réwnaniem III stopnia

/ o\4 3 _
(3) (p + T)gm" =nRT.

Nawet bez rozwiazywania tego rownania widzimy, ze
wzrost temperatury (bez zmiany p’) powoduje wzrost

n(M'—M):m—i——?:m—&—

n(M' —M)=m+

skierowane poziomo, lecz ukosnie, wiec ich poziome sktadowe
sg mniejsze i przycigganie przewaza. Nietrudno wykazaé, ze
tak samo jest dla wszystkich przypadkow, gdy zwroty dipoli
sa zgodne, natomiast gdy jeden statek jest ,typu 17, a drugi
Ltypu 27 (rys. 2), to przewaza odpychanie.

463. Wprowadzmy oznaczenia: r — promien balonika,
V' — jego objeto$¢, n — liczba moli gazu wewnatrz, M — masa
molowa tego gazu, p — ci$nienie wewnatrz, M’ — masa
molowa powietrza, p’ — ci$nienie powietrza, m — masa
powtoki, o — wspélczynnik we wzorze na nadwyzke ci$nienia
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promienia balonika, a stad spadek wartosci prawej strony
réwnania (2) — balonik sie uniesie. Wzrost ci$nienia
zewngetrznego (bez zmiany T') powoduje natomiast

spadek promienia 7, czyli spadek wartosci prawej strony
réwnania (1), co takze oznacza uniesienie si¢ balonika.

Jesli balonik ma pozosta¢ w rownowadze, to staty musi by¢
iloczyn p'r (z réwnania (2)), a podstawiajac r = const/p’
do (3), otrzymujemy szukany zwiazek miedzy cisnieniem
zewnetrznym a temperaturg

Tp/2 = const.



