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Zajmijmy si¢ kolejnym zadaniem z Miedzynarodowej Olimpiady Informatycznej,
tym razem — Egipt 2008. Oto jego tresé:

Mamy zbudowaé ogréd — dluga rabatke zlozona z kwiatéw lotosu (L) oraz
ypapirusu” (P). (Jak wszyscy wiemy, chodzi konkretnie o cibore papirusowa,

z ktorej wyrabiano papirus.) Dla naszych potrzeb ogréd bedziemy opisywaé
ciagiem liter L i P. Ogréd ma by¢ ladny, co w tym wypadku oznacza, ze

w zadnym jego podstowie (czyli spéjnym fragmencie) liczby lotoséw i papiruséw
nie mogg sie rézni¢ o wiecej niz 2. Istnieje wiele takich mozliwych ogrodéw.
Naszym zadaniem jest, majac podany ogréd, obliczenie, na jakiej pozycji
(modulo M) taki ogréd by sie znalazl, gdyby$my wszystkie ogrody o tej samej
dhugosci posortowali alfabetycznie.

Zastanoéwmy sie najpierw, co to znaczy, ze liczba
lotoséw i papiruséw nie rézni si¢ o wiecej niz dwa

w zadnym podstowie ogrodu. Mozemy, na przyktad,
oznaczy¢ litere L przez 1, a P — przez —1. Wtedy suma
liczb w zadnym podstowie nie moze by¢ mniejsza niz —2
ani wigksza niz 2. Gdyby budowaé ogréd zgodnie

z taka reguta, to byloby to uciazliwe — z kazda kolejna
dostawiong, litera musielibySmy sprawdzaé¢ kazde
mozliwe podstowo koniczace si¢ na niej.

Jednym z podstéw jest caly ogréd — suma liczb w calym
ogrodzie tez musi by¢ w przedziale [—2, 2]. Dalej,

jesli oznaczymy przez S; sume liczb od poczatku

ogrodu do pozycji 7, to otrzymujemy warunek:

|S; — S| < 2. A wiec, jesli ktéres S; jest réwne 2,

to zadne inne nie moze by¢ ujemne. Podobnie, jesli
ktores S; wynosi —2, to zadne inne nie moze by¢
dodatnie. Jest jeszcze trzeci przypadek — wszystkie .S;
sa w przedziale [—1,1].

W ten sposéb uproscilismy warunek ,tadnosci” do
dwéch przypadkéw do rozpatrzenia (przypadki z 2
i z —2 mozemy traktowaé jednakowo — sa symetryczne).

Wybierzmy przypadek z 2 i zalézmy, ze istnieje

ap ogrodéw o jakiejs ustalonej dlugoéci ¢ takich, ze
S; = 0 — podobnie wprowadZmy oznaczenia a; i as.
Niech bg, b1, b2 beda liczbami ogrodéw o jedng rosline
dhuzszych, a cg, c1,co — o dwie.

Ile jest ogrodow o dtugosci @ + 1 takich, ze S;y1 = 07
S; nie moze by¢ réwne —1, a wiec w tym przypadku
musialoby by¢ réwne 1. W takim razie by = a;.
Podobnie dochodzimy do wniosku, ze by = aq,

a by = ag + as. Nastepny krok: cg = by = ag + aq,

c1 = by + by = 2ay1, a cg = by = ag + as. Ale w takim
razie ¢o + ¢1 + co = 2(ap + a1 + az)! A wiec ogrodéw
o dlugosci i + 2 jest dwa razy wiecej niz ogrodow

o dhugosci i. Czytelnik tatwo moze sprawdzié, ze jest
to prawda tez w przypadku, gdy S; maja pozostawaé
w przedziale [—1,1] oraz [—2,0]. Réwnie tatwo mozna
sprawdzi¢, ze:

e Jedli S; maja pozostawaé w przedziale [—2, 0] lub
[0,2], to ogrodéw o dtugoéci 4 jest 2L7/2].

e A jedli S; maja pozostawaé w przedziale [—1, 1], to
ogrodéw o dlugosci i jest 2LH1)/2]
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Jak to sie¢ ma do naszego problemu?

Spoéjrzmy na kolejne rosliny w naszym ogrodzie.

Litera L jest wczesniej w alfabecie — zignorujmy wiec jej
wystapienia. Z kolei kiedy natrafiamy na P na pozycji k,
to prawdopodobnie istnieje iles ogrodow, ktére
pokrywaly sie z naszym az do tej pozycji, ale na tej
wlasnie pozycji maja L, a wiec sa wczesniej w alfabecie.
Dodajmy wiec liczbe tych ogrodéw do liczby wszystkich
ogroddéw, ktore sa wezesniej w alfabecie, niz nasz.

Mamy wiec pewien poczatkowy fragment ogrodu

o dlugosci k; chcielibySmy wiedzieé, ile jest ogrodow
w ten sposob sie zaczynajacych. Zalézmy, ze liczba S;
w dotychczasowej czesci nigdy nie byta ujemna,

a S wynosi 1. W takiej sytuacji ten ogrod mozemy
dokonezyé¢ dowolnym ogrodem, ktéry ma S; (liczac
od pozycji k + 1-szej) w przedziale [—1,1]. Gdyby Sk
byto réwne 0 (w tym przypadku akurat — niemozliwe
(dlaczego?)) lub 2, to mogliby$my dokonczy¢ —
odpowiednio — ogrodem o S; w przedziale [0, 2] lub
[—2,0].

Analogicznie sytuacja ma si¢ w pozostalych
przypadkach — tj. gdy S; do pozycji k zawiera si¢

w [—1,1] lub [-2,0]. Ale co jesli zawiera si¢ w kilku

z nich? Zauwazmy, ze dla ogrodéw o dodatniej dlugosci
moga to byé tylko przypadki [—1,1] i [-2,0] lub

[—1,1] i [0,2]. Wtedy — zgodnie z zasada wlaczen

i wylaczen — interesujaca nas liczba ogrodéw to suma
liczb ogrodéw z poszczegdlnych przypadkéw, minus te
ogrody, ktére zawieraja sie w [—1, 0] lub odpowiednio
w [0,1] (poniewaz policzylismy je dwukrotnie). Obu jest
po jednym: PLPLPLPL. .. oraz LPLPLPLP. ..

W takim razie rozwiazanie tego zadania wymaga tylko
tyle pamieci, ile potrzeba, zeby spamieta¢ potegi 2
modulo M.

Ciekawostka — gdybysmy mieli zapewnione, ze M jest
pierwsze, to moglibySmy to zadanie rozwiazaé¢ w stalej
pamieci. Ciag nalezaloby wtedy wezytywaé na biezaco,
a co do poteg 2 — najpierw obliczylibySmy najwieksza,
a potem dzielili ja przez 2 modulo M (rozszerzony
algorytm Euklidesa). Niestety, byloby to jednoczesnie
nieco wolniejsze rozwiazanie.
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