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Gra w zgadywanie
Jakub RADOSZEWSKI

Jas i Malgosia graja w nastepujaca Gre w zgadywanie. Na poczatku gry Jas
wybiera sobie liczbe = € {1,...,n}. Malgosia bedzie prébowaé odgadnaé z,
zadajac Jasiowi pytania postaci: ,,Czy = < a?”, na ktére Jas odpowiada , Tak”
lub ,,Nie”. Malgosia dazy przy tym do zminimalizowania liczby zadanych pytan,
natomiast Jasiowi zalezy na tym, zeby Malgosia musiala ich zada¢ jak najwiecej.

No dobrze, ale co to tak naprawde znaczy, ze Malgosia chce zminimalizowaé
liczbe zadanych pytan? Powiedzmy, ze dla pewnego k£ mamy nastepujace dwie
strategie:

e Jezeli x # |n/2], to warto$¢ = zostaje odgadnieta za pomoca co najwyzej
k pytan, lecz odgadniecie wartosci @ w przypadku, gdy z = |[n/2], wymaga
zadania k + 2 pytan.

e Odgadniecie wartosci x wymaga zawsze zadania k + 1 pytan.

Ktoéra z nich Malgosia uzna za lepsza?

7 naszego punktu widzenia lepsza bedzie druga z powyzszych strategii.
Ogodlniej, bedziemy poszukiwaé takiej strategii gry dla Malgosi, przy ktorej
liczba pytan koniecznych do odgadniecia wartoéci x w najgorszym przypadku
bedzie najmniejsza mozliwa. W przypadku gry w zgadywanie przez najgorszy
przypadek rozumiemy najgorsza z punktu widzenia danej strategii wartos¢ x.
Jest to zarazem jedyna rzecz, na ktéra Jas ma wplyw w opisanej grze, wiec jego
celem bedzie jak najbardziej zlosliwy wobec Malgosi wybor x.

Intuicja podpowiada, ze catkiem niezla strategie gry dla Maltgosi mozna
skonstruowaé na podstawie wyszukiwania binarnego. Doktadniej, w pierwszym
pytaniu wybieramy a = [n/2]. W zaleznosci od odpowiedzi na to pytanie
bedziemy sie odtad zajmowaé zbiorem {1,...,a} lub {a+1,...,n}.

W pierwszym przypadku kolejna wartoscia, o ktéra spytamy, bedzie |a/2],

w drugim za$ §rodkowy calkowity element przedziatlu [a + 1,n] itd. Mozna
tatwo sprawdzié, ze liczba pytan, jakie bedziemy musieli zada¢ w najgorszym
przypadku, jest przy tej strategii réwna [logn] (gdyz po kazdym pytaniu
dlugosé przedzialu poszukiwan zostaje mniej wiecej przepolowiona).

Czy jest to z naszego punktu widzenia strategia optymalna? Okazuje sie, ze

tak! Ot6z w dowolnej strategii, po otrzymaniu odpowiedzi na pytanie ,,Czy

x < a?” wiemy, ze x znajduje sie¢ w zbiorze {1,...,a} lub tez w {a+1,...,n}.
Od tego momentu mozemy zadawaé kolejne pytania, ograniczajac si¢ do jednego
z tych dwbch przedzialéw; nowa wartoscia n przed drugim pytaniem bedzie wiec
a lub n — a. Poniewaz nas interesuje najgorszy mozliwy przypadek, to mozemy
zalozy¢, ze x znajduje si¢ w dltuzszym sposrod tych dwéch przedziatow. Latwo
zauwazy¢, ze wlasnie w wyszukiwaniu binarnym warto$¢ max(a,n — a) jest
najmniejsza mozliwa.

Mamy juz strategie dla Malgosi, ale jak podpowiedzie¢ co$ Jasiowi? Poniewaz
Ja$ nie powinien zakladaé¢ zadnej konkretnej strategii Malgosi, to moze mu
by¢ strasznie ciezko odgadnaé, jakie x sprawi jej najwiecej klopotéw. Z tego
wzgledu najlepszym rozwiazaniem dla Jasia bedzie. .. drobne oszustwo. Otoz
Jas wcale nie potrzebuje wymysla¢ sobie na poczatku wartosdci x; wystarczy, ze
na pytania Malgosi bedzie zawsze odpowiadal tak, zeby dlugo$é¢ pozostajacego
jej przedzialu poszukiwan byla mozliwie najwieksza. Jezeli Jas bedzie przy
tym odpowiednio ostrozny (czyli nigdy nie udzieli odpowiedzi sprzecznej

z poprzednimi), to jego oszustwo nigdy nie zostanie wykryte! Zauwazmy tez, ze
taka strategia Jasia wymusza na Malgosi branie pod uwage zawsze najgorszego
mozliwego przebiegu gry, co uzasadnia nasz wczesniejszy wybor kryterium
poréwnywania strategii.

Jasiowi i Malgosi znudzita si¢ juz prosciutka gra w zgadywanie, wiec wymyslili
oni jej nowa wersje, ktora zwlaszcza Jasiowi bardzo si¢ spodobala: teraz Jas
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W opisanej strategii dla n = 5 moze by¢
konieczne zadanie 7 pytan. Czy potrafisz
wskazaé strategie, w ktérej w tym
przypadku 6 pytan zawsze wystarczy?
Odpowiedz na to pytanie moze wymagad
nieco pokombinowania.

Wigcej o programowaniu dynamicznym
mozna poczyta¢ w dowolnej ksiazce

o algorytmice, np.: T. Cormen,

C. Leiserson, R. Rivest, C. Stein,
Wprowadzenie do algorytmdéw.

moze klamaé przy odpowiadaniu na pytania! Tym razem Malgosia nie byta
jednak w stanie skutecznie odgadnaé¢ zadnej wartosci x, wiec dzieci postanowity
ograniczy¢ swobode Jasia — moze on sklamacé co najwyzej raz w ciagu jednej gry.
Malgosia wymyslita juz sposdb modyfikacji strategii wyszukiwania binarnego,
dzieki ktéremu dziala ona takze dla nowej gry. Ot6z pytania mozna zadawaé
tak samo jak poprzednio, ale zeby nie daé¢ sie wpusci¢ w maliny, wystarczy
kazde z nich dwukrotnie powtérzy¢. Jezeli odpowiedzi beda takie same, to Jas
nie sklamal, a jezeli rézne, to Malgosia zadaje jeszcze trzecie pytanie, zeby
poznaé prawdziwa odpowiedz i, co wiecej, odtad juz wie, ze Jas nie moze wigcej
ktamaé, wiec moze ona zastosowaé¢ dokladnie strategie wyszukiwania binarnego.
Mozna obliczy¢, ze wartosé = zostanie w ten sposéb odgadnieta zawsze w co
najwyzej 2 - [logn] + 1 ruchach. Dzieci zaczely sie jednak zastanawiaé, czy jest
to strategia optymalna dla tej gry.

Okazuje sie, ze nie, a pierwsza wartoscia n, dla ktérej opisana strategia

moze wymagaé¢ wiecej pytan niz optymalna, jest 5. Nie zrazimy si¢ jednak
poczatkowym niepowodzeniem i skonstruujemy optymalna strategie réwniez

i dla tej gry, cho¢ tym razem moze nam si¢ przydaé do tego pomoc komputera.

Zalézmy wiec, ze Malgosia zadala pytanie ,,Czy x < a?” i uzyskala na nie
odpowiedz ,, Tak”. Co Malgosia moze z tej odpowiedzi wywnioskowaé

o wartosci 7 W sumie. .. niestety nic. Jezeli Jas powiedzial prawde, to z < a,
ale réwnie dobrze moze zachodzié¢ x > a, jezeli tylko Jas sktamal. Musi jednak
istnie¢ mozliwo$é wywnioskowania czegokolwiek, gdyz w przeciwnym razie gra
by sie nigdy nie skonczyla. Okazuje sie, ze na podstawie odpowiedzi Jasia mozna
wysnu¢ wnioski nie tyle o wartosci x, ale o liczbie dotychczasowych ktamstw
Jasia w zaleznosci od tej wartosci. Faktycznie, jezeli x < a, to Jas jeszcze ani
razu nie sktamal, a w przeciwnym przypadku sktamal dokladnie raz.

Nastepnie Malgosia zadaje Jasiowi drugie pytanie ,,Czy x < b?”, tym razem
powiedzmy dla b > a. Jezeli Jas$ na to pytanie réwniez odpowiedzial , Tak”, to
wiadomo, ze:

e jezeli ¢ < a, to Ja$ jeszcze ani razu nie sktamal;

e jezeli a < x < b, to Ja$ sklamal doktadnie raz;

o jezeli z > b, to Jas sktamatl dokladnie dwa razy; to jest jednakze niemozliwe,
gdyz Jas ma do dyspozycji tylko jedna mozliwo$¢ sktamania.

Jezeli za$ Jad na drugie pytanie Malgosi odpowiedzial przeczaco, to mozna
z tego wywnioskowaé, ze z < a lub x > b oraz ze Ja$ sklamat juz dokladnie raz.

Bazg wiedzy nazwiemy komplet informacji, jakie Maltgosia moze wywnioskowaé
po zadaniu Jasiowi pewnej liczby pytan. W dotychczasowych rozwazaniach
bazy wiedzy wyrazaliSmy stownie, ale teraz sprobujemy sformalizowaé nieco

ich opis. Mozemy, na przyktad, zauwazy¢, ze po zadaniu dowolnej liczby pytan
baza wiedzy Malgosi bedzie n-elementowym ciagiem (a;), okreslajacym, dla
kazdego 1%, liczbe dotychczasowych ktamstw Jasia, o ile x = i. Zakladajac, ze Jas
nie oszukuje w swoich odpowiedziach (bardziej niz mu na to pozwalaja zasady),
to a; > 2 oznacza po prostu, ze x # i, czyli mozemy ograniczy¢ nasza uwage

do ciagéw nad {0,1,2}. Jest to stosunkowo mila informacja; wynika z niej, ze
mozliwych baz wiedzy jest skonczenie wiele (a dokladniej 3™).

Umiemy wiec juz w systematyczny sposéb interpretowaé ciagi odpowiedzi Jasia,
ale. .. wciaz nie wiemy wlasciwie, jak nalezy zadawaé pytania! W naszej strategii
optymalnej wykorzystamy wiec programowanie dynamiczne, tzn. sprébujemy

dla kazdej mozliwej bazy wiedzy obliczy¢ liczbe pytan, za pomoca ktorych
mozna, majac wszystkie informacje z tej bazy, odgadnaé faktyczna wartosé x.
Znéw interesowaé nas bedzie najgorszy mozliwy przypadek, czyli najbardziej
zlosliwa wobec Malgosi kombinacja wartosci « oraz momentu, w ktérym Jas
sklamie (jezeli w ogdle zdecyduje sie to uczynié). Caly proces zaczynamy od
bazy odpowiadajacej ciggowi zerowemu, a konczymy na ciagach z co najwyzej
jedna wartoscia rézna od 2.
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Zauwazmy istotng réznice¢ miedzy tym
podejsciem a optymalng strategia dla
prostej gry w zgadywanie. Poprzednio
Malgosia miata sztywny schemat zadawania
pytan, ktéry po prostu konsekwentnie
realizowala. Tym razem jeszcze przed
sama rozgrywka Malgosia zasymuluje
sobie rozmaite mozliwosci na kartce (lub
na komputerze), a dopiero potem zastosuje
najlepsza strategie, jaka znalazla.

Tak naprawde wykorzystaliSmy

tzw. rekurencje¢ ze spamigtywaniem,

a nie programowanie dynamiczne, ale
w gruncie rzeczy techniki te sg réznymi
zapisami tej samej metody.

Ta procedura moze si¢ zapetlié, ale tylko
wtedy, gdy T; = A lub N; = A. Niemniej
jednak w takim przypadku i-tego pytania
mozemy po prostu nie rozwazad.

1100
AT
min
i=1 1=2 1=3

max In/:;x max
e o
1211 2100 1111 2200 1101 2210

Schemat wyznaczania wyniku dla
A = 1100.

Czy zauwazyliscie, w ktérym momencie
pokazaliSmy ograniczenie na wartos$é
wyniku?

Jak wiec obliczy¢ wynik dla danego ciagu A = a4, ..., a, reprezentujacego pewna
baze wiedzy, tj. w(A)? Przegladamy wszystkie mozliwe pytania (,,Czy x < 77
dlai=1,2,...,n —1). Dla i-tego pytania rozwazamy bazy wiedzy

T, =ai,...,a;,min(a;41 + 1,2),...,min(a, + 1, 2)
oraz

N; =min(ay + 1,2),...,min(a; + 1,2), @41, - -, G,
ktére otrzymujemy, jezeli odpowiedzia na to pytanie jest odpowiednio , Tak”
lub ,Nie”. Dla kazdej z wyznaczonych baz wyliczamy rekurencyjnie warto$é¢ w
(lub wykorzystujemy gotowa wartosé, jezeli zostala ona juz obliczona we
wezesniejszych krokach algorytmu). Poniewaz dazymy do wyboru najlepszego
mozliwego pytania, a dla kazdego pytania zaktadamy najbardziej pesymistyczny
wariant odpowiedzi Jasia, to:

w(A) = min_ {max(u(T;), w(No)}

Koszt czasowy obliczenia tego wszystkiego to O(3™ - n).

Zauwazmy, ze na podstawie wartosci w stosunkowo tatwo jest skonstruowac
optymalna strategie dla Malgosi. Faktycznie, jezeli po zadaniu pewnej liczby
pytan baza wiedzy jest A, to Malgosia jako nastepne pytanie powinna wybraé
»Czy x <47, gdzie ¢ spelia: max(w(T;), w(N;)) = w(A). Nieco zaskakujace
moze by¢ to, ze rowniez Jad moze uczynié¢ pozytek z tych wartosci w swojej
strategii, jezeli — tak jak poprzednio — postanowi dokonaé¢ niewykrywalnego
oszustwa, tzn. wybra¢ warto$¢ x dopiero w trakcie gry. W tym celu na pytanie
Malgosi ,,Czy x < i?” Ja$ powinien odpowiedzie¢ tak, aby przejé¢ do tej z baz
T; oraz N;, dla ktorej wynik jest wiekszy, o ile ta baza nie jest sprzeczna, czyli
nie jest ciagiem zlozonym z samych dwdjek.

SkonstruowaliSmy wiec poszukiwane strategie; problem tkwi w tym, ze ztozonosé
czasowa ich wyznaczenia jest wykladnicza, co juz dla niewielkich n moze byé
dla naszych graczy bardzo klopotliwe, nawet jeli uzyja komputera. Okazuje si¢
jednak, ze zlozonoéé¢ czasows tego procesu mozna istotnie zmniejszy¢, redukujac
rozmiar zbioru baz wiedzy. Kazda baza wiedzy jest suma pewnej liczby ciagdw
typu 1...10...0 oraz typu 0...01...1. Jak mozna latwo sprawdzi¢ (do czego
zachecamy Czytelnika), suma takich ciagéw musi byé postaci:

I. 2...21...10...01...12...2 lub
II. 2...21...12...21...12...2.

W przypadku I z punktu widzenia strategii istotne sa jedynie liczby kolejnych
jedynek, zer i jedynek, wiec mamy O(n?) istotnie réznych baz tej postaci.

7 kolei strategia gry dla bazy postaci II jest praktycznie taka sama jak

dla bazy zlozonej z samych jedynek w takiej samej ich liczbie, czyli jest to

po prostu wyszukiwanie binarne (brak zer — Jas nie moze juz wiecej klamad).
Zredukowali$my zatem moc zbioru baz wiedzy do O(n?), a ztozonoéé algorytmu
do wielomianowej: O(n*). Okazuje sie, ze takze i ten wynik mozna jeszcze
poprawi¢ (tym razem nie nastepuje juz redukcja liczby mozliwych baz wiedzy),
osiagajac ztozonosé O(n3logn). W tym celu trzeba zauwazy¢, ze wynik dla
dowolnej bazy jest rzedu O(logn) oraz ze przy danej bazie A dla i < j zachodzi
w(T;) < w(Tj) i w(N;) > w(N;), a nastepnie uczynié pozytek z tych spostrzezen
za pomocy kilku dodatkowych tablic w algorytmie. Szczegdly tego usprawnienia
pozostawiamy Czytelnikowi, podobnie jak uogdlnienie opisanego rozwiazania na
wersje gry, w ktorej Jas moze sklamac co najwyzej k razy.

Na koniec przedstawiamy jeszcze jedna ciekaws zagadke dla Czytelnika. Mamy
j jajek, z ktérych kazde ma wytrzymalosé h € {0,..., H}, tzn. zrzucone

z wysokosci h nie rozbija sie, ale z wysokosci h 4+ 1 juz tak. Nie znamy
wartosci h, a jedynie j oraz H; chcemy wyznaczy¢ h za pomocag najmniejszej
mozliwej liczby zrzutow jajek. Jajko, ktére po zrzuceniu si¢ nie rozbije, moze
by¢ wykorzystane do dalszych prob. Jak zaprojektowaé eksperyment? Jak
zmodyfikowaé strategie, jezeli co najwyzej jedno jajko moze by¢ wadliwe,

tzn. rozbijaé sie¢ po zrzuceniu z wysokosci nie wigkszej niz h? Wreszcie jak
postepowad, jezeli jest maksymalnie k réznych wadliwych jajek?
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