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Rozwigzanie zadania F 729.

Aby dostroi¢ sie do danej stacji radiowej,

musimy zmieni¢ parametry uktadu
drgajacego tak, aby czestotliwosé
wlasna drgan w tym ukladzie byta
réwna czegstotliwodci fali radiowej,
ktéra odpowiada danej stacji.

Zatem aby przejs¢ do odbioru fal
dtuzszych, nalezy zwigkszy¢ okres
drgan wlasnych obwodu drgajacego
A=cT = QWC\/ﬁ), czyli tym samym
zwigkszy¢ pojemno$é kondensatora

w obwodzie — jest to prostsze od
manipulowania indukcyjnoscig cewki.
Pojemnosé kondensatora plaskiego jest
odwrotnie proporcjonalna do odlegtosci
miegdzy oktadkami, zatem aby zwigkszy¢
jego pojemnosé, nalezy zmniejszy¢
odlegto$é¢ miedzy plytkami.

Wzory i programy
Andrzej WALAT

Kilka lat temu kolega — Jan Dunin Borkowski — zapytal mnie: Czy licealista ma
szanse poradzi¢ sobie z nastepujacym zadaniem?

W Polsce jest 16 miast wojewddzkich. Co tydzien losujemy jedno z miast. Co jest
bardziej prawdopodobne: zdarzenie A, Ze po 16 takich losowaniach liczba miast

co nagmniej raz wylosowanych bedzie niewieksza niz 8 (polowa wszystkich miast),
czy zdarzenie przeciwne B, ze wylosujemy ich wiecej niz 87

Odpowiedzialem, ze owszem — ma. A w jaki spos6b? Mozna zaczaé od
analogicznego, ale prostszego problemu — przyjaé, ze liczba miast m i liczba
losowan [ jest mniejsza, np. m = [ = 4. To zadanie nietrudno rozwiazaé
postugujac sie grafem przedstawionym na rysunku. W polach wiersza n
(wiersze numerujemy od géry zaczynajac od 1) sa liczby méwiace, ile réznych
miast mozna wylosowaé¢ po n losowaniach. Np. po trzech losowaniach liczba
wylosowanych miast moze by¢ réwna 1, 2 albo 3. Liczba na strzalce od pola @
w wierszu n do pola ¢ (albo i 4+ 1) w wierszu n + 1 to prawdopodobiefistwo
zdarzenia, ze liczba miast wylosowanych po n 4 1 losowaniach bedzie réwna ¢
(albo i + 1), jesli w wyniku n losowan wylosowano ¢ réznych miast.

Stosujac tzw. prawa dodawan i mnozen mozna obliczy¢:
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Zdarzenie, ze wylosujemy wiecej niz polowe miast jest prawie dwa razy

bardziej prawdopodobne. Cierpliwy Czytelnik moze obliczy¢, ze réwniez
w przypadku 6 miast i 6 losowan zdarzenie B wygrywa z A i to w jeszcze
wiekszym stosunku. Mozemy przypuszczaé, ze réwniez w przypadku 16 miast

i 16 losowan rozstrzygniecie bedzie podobne. Jak mozemy to sprawdzi¢?

Niech P(m,1,r) oznacza prawdopodobienistwo zdarzenia, ze w wyniku [ losowan
jednego z m miast wylosujemy 7 réznych miast. Zakladamy, ze m, [ i r to
dowolne dodatnie liczby catkowite spelniajace nastepujace ograniczenia: [ < m
oraz r < min(l,m). Rysunek podpowiada nastepujaca zaleznosé rekurencyjna:

l.dlar=1=1, P(m,l,r) =1,

2.dlar=1il>1, P(m,l,r) = P(m,l—1,r)/m;

3.dlar=1il>1, P(m,l,r)=Pm,l—1,r—=1)(m+1-=1)/m;

4. w pozostatych przypadkach
P(m,l,r)=P(m,l—1,r—1)(m+1—r)/m+ P(m,l—1,r)r/m.

Zapisem tych wzoréw w Logo jest nastepujaca procedura.

otop :m:1:r

jeslii:r=1:1=1 [wynik 1]

jesli :r = 1[wynik (p tm :1 -1 :r) / :m]

jesli :r=:1lwynik (p m:1-1:r-1) * (tm+1-:1) / :m]

wynik ((p cm:1-1:r-1) * tm+1-:r)+ (p:m:1-1:r)*:r)/ :m
juz

Przyda sie jeszcze funkcja pA dajaca w wyniku prawdopodobienstwo zdarzenia A
dla dowolnej parzystej liczby miast m = 2n.
oto pA :n
niech "w 0
powtérz :n [przyp "w :w+p 2 * :n 2 * :n npw]
wynik :w
juz
Mozemy teraz obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia A dla dziesigciu kolejnych
parzystych warto$ci m od 1 do 20. Po napisaniu polecenia
powtérz 10 [ (ps "lm=| 2 * npw "| p(A) = | pA npw)]

komputer wypisal:
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m=2p(A) =0.5
m=4p(A) =0.34375
m=6p(A) =0.251543

m=8p(A) =0.190102

m =10 p(A) = 0.146461
m=12p(A) = 0.114296
m =14 p(A) = 0.0900198
m =16 p(A) = 0.0713935
m =18 p(A) = 0.0569297
m =20 p(A) = 0.0455953

Dla m = 16 — jak w oryginalnym sformutowaniu zadania o losowaniu miast —
P(A) < 0.1. Na tym mogliby$my zakonczy¢ badanie problemu, gdyby nie
jedno ale. Czytelnik, ktéry przepisal podane wyzej definicje funkcji p oraz pA
i wywolal polecenie powodujace wypisanie kolejnych dziesieciu wartosci

P(A) dlam od 2 do 20, musial zauwazy¢, ze komputer wypisal szybko
pierwszych 8 wynikéw, ale na wydrukowanie kolejnych wartosci dla m = 18
oraz szczegdlnie 20, trzeba juz bylo troche poczekaé. Obliczenie P(A) dla
kazdej kolejnej parzystej wartodci m trwa w przyblizeniu czterokrotnie dluzej.
Gdyby w Polsce bylo 50 miast wojewddzkich, to nigdy nie doczekalibySmy sie

odpowiedniego wyniku funkcji pA.

Alternatywne rozwigzanie problemu

Z kazdym wierszem grafu na rysunku, a takze podobnego
bardziej zlozonego grafu, mozna zwiaza¢ pewna zmienng
losowa — funkcje, ktéra przyjmuje losowo wartosci
liczbowe z okreslonymi prawdopodobienstwami.

Na przyktad z wierszem numer 2 wigzemy zmienng Ro

— liczbe réznych wylosowanych miast po dwdch
losowaniach. Zmienna Ry przyjmuje wartosci [1 2]

z prawdopodobienstwami [% %] Kolejna zmienna R3
przyjmuje wartosci [1 2 3] z prawdopodobienstwami

[%6 % %] Oczywiscie zmienna Ry przyjmuje tylko
jedna wartos¢ 1 z prawdopodobienstwem 1. W tym
rozwiazaniu bedziemy operowali nie na pojedynczych
liczbach — wartosciach prawdopodobienstw, ale na
rozktadach prawdopodobienstw reprezentowanych

w postaci list liczb.

Zdefiniujemy funkcje, ktora dla dowolnej liczby
miast m oraz liczby losowan | < m wyznacza rozklad
odpowiedniej zmiennej losowej R;.

oto rozktad :m :1

jesli :1 =1 [wynik [1]]

wy kolejny rozktad :m :1 -1

juz

Treéé tej definicji jest chyba zrozumiala. Dla

I = 1 wynikiem jest rozklad zdefiniowany przez
jednoelementowa liste [1]. Dla wiekszych | wynikiem jest
kolejny rozktad po rozktadzie [ — 1. Ale jak zdefiniowaé
funkcje, ktora wyznacza kolejny rozktad, majac dany
jakis aktualny rozktad?

oto kolejny :ar

niech "wl ilep :ar / :m

niech "w2 :ar - :wl

wynik (nap O :w2) + nak 0 :wl

juz

Tajemnicze ilep — to skrétowa nazwa operacji iloczyn
element razy pozycja, ktéra mnozy kazdy element listy
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liczb przez numer jego pozycji na liscie. Mozna ja
zdefiniowaé na przyktad tak:

oto ilep :11

jesli puste? :11 [wy []1]

wynik nak (ost :11) * (dtugos¢ :11) ilep bo :11
juz

Wynikiem operacji ilep dla danej listy kolejnych liczb
naturalnych [1 2 3 4 ...] bedzie lista kolejnych liczb
kwadratowych [1 4 9 16 ...

Kolejny rozklad wyznaczamy w nastepujacy sposob.
Tworzymy pomocniczy wektor (liste liczb) wq, dzielac
przez m wynik operacji ilep na danym aktualnym
rozkladzie. Tworzymy wektor we, odejmujac w; od
aktualnego rozkladu. Sumujemy ws z dopisanym na
koncu zerem oraz w; z zerem dopisanym na poczatku
i to jest wynik — kolejny rozktad.

Funkcje, ktora daje w wyniku prawdopodobienstwo
zdarzenia A dla danej parzystej liczby miast m = 2n,
mozna teraz zdefiniowa¢ w nastepujacy sposob.

oto prA :n

wynik sumaWycinka 1 :n rozktad 2 * :n 2 * :n

juz

oto sumaWycinka :p :k :listaliczb

jesli :p > :k [wynik O]

wynik (element :p :listaliczb) + sumaWycinka :p +
1 :k :listaLiczb

juz

Po napisaniu polecenia
powtérz 25 [ (ps "Im= | 2 * npw "| p(A) = | prA npw)]

na ekranie w ulamku sekundy pojawi sie 25 kolejnych
wartosci P(A) dla kolejnych parzystych wartosci m od 2
do 50. Dla m = 50 otrzymujemy P(A) = 0.00209116.

Na koniec zagadka dla dociekliwego Czytelnika: na czym
polega tajemnica tak znacznego przyspieszenia obliczen?



