Trojkatne liczydlo Pascala
Kamil WOZNICA®

Wspbdlezynniki dwumianowe zapisane rzedami dla kolejnych wartosci n tworza
interesujaca strukture zwana trdjkgtem Pascala. Trojkat ten ma bardzo duzo
ciekawych wlasno$ci; my poshuzymy sie nim jako liczydlem, za pomoca ktorego
udowodnimy kilka tozsamoéci kombinatorycznych. Dowody te sa niezwykle
proste i bardzo sugestywne, dlatego moga mieé¢ zastosowanie w dydaktyce
matematyki.

Opis liczydia

—1 0 1 3 4
0 1 Zacznijmy najpierw od opisu samego liczydla. Jest to
2 1 1 ograniczona od géry nieskonczona szachownica, ktorej wiersze
2 ponumerowane sg liczbami 0,1, 2,..., a kolumny od lewej
2 1 2 do prawej liczbami ..., —1,0,1,2,.... Rozmieszczone sa
7 1 3 1 na niej liczby trojkata Pascala w ten sposéb, zeby liczba (Z)
- znalazla si¢ w n-tym wierszu i k-tej kolumnie (rys. 1).
A 1 4 4 1 Liczby te nazwiemy wartosciami odpowiednich pél.
7, Zakreskowane pola na rysunku maja wartoéé 0.
Rys. 1 Sposéb przyporzadkowania polom ich wartosci okresla reguta rekurencyjna:
1. jedno wyrdznione pole Py najwyzszego rzedu szachownicy ma wartosé 1.
o ) Pozostale pola tego wiersza maja wartosc 0;
2. wartosci a, b, ¢ trzech dowolnych pél, polozonych tak jak na rys. 2, wiaze
c zaleznosé: ¢ = a + b.
Stawiajac pionki na planszy z rysunku 1 przeksztatcimy ja w liczydlo
Rys. 2 kombinatoryczne. Pionki beda dwoch rodzajow: biate i czarne. Kazdy pionek
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czarny na polu o wartoéci s ma wartos¢ s, a bialy na tym samym polu
ma wartos¢ —s. Uklad wigkszej liczby pionkéw przedstawia sume wartosci
wszystkich pionkéw.

Niech P(k,n) bedzie polem lezacym na przecieciu k-tej kolumny i n-tego wiersza
(k € Z, n € N). Jego wartoscia jest liczba (7). Uklad zlozony z p pionkéw
czarnych stojacych na polach P(k1,n1),...,P(kp,ny) oraz g pionkéw bialych
stojacych na polach P(kpi1,np11), ..., P(kptq, Nptq) 0znaczaé bedziemy

za pomoca formalnej sumy
n, p+q s
(AN J

Jj=p+1
Pola P(k;,n;) nie musza by¢ rézne, moga by¢ to réwniez pola o wartosci 0.
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Wyrazenie S mozna interpretowa¢ na dwa sposoby: albo jako uktad pionkdw,
albo jako wartos¢ liczbowa tego ukladu. Przed symbolami (’lzl) mozna dopisaé
wspotezynniki a; € Z, przyjmujac, ze jesli a; jest dodatnie, to a; (Z) oznacza
ukltad a; czarnych pionkéw na polu P(k;, n;), natomiast jesli a; jest ujemne, to
chodzi o |a;| pionkéw bialych na tym samym polu.

Niech bedzie dany uktad U pionkéw. Mozna oczywiscie na wiele sposobéw
zmieni¢ ten uklad tak, by otrzymac uktad V o tej samej wartosci co U. Wérdd
wszystkich operacji U — V' o powyzszej wlasnosci wyrdznia sie bardzo proste
manipulacje pionkami, ktére bedziemy nazywacé operacjami elementarnymi:

1. zastapienie pary pionkéw czarnych, z ktérych jeden stoi na polu P(k,n),
a drugi na polu P(k + 1,n) jednym pionkiem czarnym stojacym na polu
P(k+1,n+1), co ukazane jest na rys. 3; oznaczmy te operacje przez fa,
gdzie A= P(k+1,n+1);
. manipulacja f; ! odwrotna do fa (rys. 4);
3. postawienie na dowolnym polu A pary przeciwnej: jednego pionka bialego
i jednego pionka czarnego lub zdjecie z dowolnego pola takiej pary pionkdw.
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4. postawienie pionka na dowolnym polu o wartosci 0 lub zdjecie pionka
z takiego pola.

Analogiczne operacje definiujemy takze dla pionkéw biatych.

CzynnosSciowe dowody tozsamosci kombinatorycznych

Dowody te beda polegaly na przeksztalcaniu za pomoca operacji elementarnych
odpowiednich uktadéw pionkéw (lewa strona tozsamosci) do innych uktadéw
(prawa strona tozsamosci). Bardzo wazna sprawa w zrozumieniu tych dowodéw
sg ich graficzne ilustracje. Po ich przeanalizowaniu kazdy bez wigkszego
problemu opisze kroki jakie nalezy wykonaé¢. Na ilustracjach obowiazuje zasada:
uktad pionkéw otoczonych pogrubiona ramka (jesli na rysunku jest taka ramka)
ma te sama warto$é¢, co uklad pionkéw poza ramka. Jedli na rysunku jest kilka
ramek, a wiec i kilka uktadow, to wszystkie one maja te sama wartosc.

Przejdzmy wiec do przykladow.
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Przyktad 1. (g) - (T) + (Z) (1) (Z) =0 (rys. 5).

Dowdd. Za pomoca operacji typu f;l zamienmy kazdy z pionkow ukladu, ktory
odpowiada lewej stronie tozsamosci, na dwa pionki w wierszu n — 1, a nastepnie
zdejmijmy z planszy wszystkie pary przeciwne (jest ich n) oraz oba pionki
stojace na polach zerowych P(—1,n —1) i P(n,n — 1). Otrzymamy uktad pusty,
ktérego wartosé jest réwna 0. [J
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Przyktad 2. (g) + (T) + (Z) N (Z) — 2" (rys. 6).

Dowdd. Uklad pionkéw reprezentujacych lews strone réwnania oznaczmy
przez U,, a jego wartos¢ symbolem u,,. Za pomoca operacji f;l przesunmy
uktad U,, do wiersza n — 1 i zdejmijmy z planszy oba pionki z pél zerowych.
Otrzymamy w ten sposob uktad 2U, ;. Stad mamy zwiazek u,, = 2u,_1.
Wiemy, ze ug = 1. A wigc mamy szereg geometryczny o pierwszym wyrazie
rownym 1 i ilorazie réwnym 2. Stad w,, = 2™. O

Przyktad 3. Niech n bedzie dowolng liczbg
naturalng, a ky, czescig catkowitq %n Wowczas
cigg (wy,), ktdrego n-ty wyraz wynosi
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() : n=0,1,2,..., jest ciggiem Fibonacciego.

Dowdd. Ustawmy ky42 + 1 czarnych pionkéw na
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liczydle w uklad W, 2 (rys. 7). Kazdy pionek z tego

n+1

uktadu przeksztatcamy za pomoca operacji fgl. Po

zdjeciu pionkéw z pél o wartodci zero otrzymujemy
dwauktady W, 1 W, 1. Mamy wiec tozsamosé¢ wy, 12 =

Rys. 7

= Wyp41 + Wy, ponadto wg = 1 oraz wy = 1. A wiec
ciag wg, wy, wa, . .. jest ciagiem Fibonacciego. O
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Przyktad 4. (Z) =3 (j’) (Z_;) gdzie 0 < i < n.

j=0

Dowdd. Niech Uy bedzie ukladem zlozonym z jednego pionka na polu
A= P(k,n).

Wykonujemy operacje f;l i oznaczamy symbolem U; otrzymany uktad dwoch
pionkéw w wierszu n — 1. Nastepnie kazdy z pionkéw ukladu Uy za pomoca
tego samego przeksztalcenia zamieniamy na réwnowazna mu pare pionkow
w wierszu n — 2; otrzymamy w ten sposob uklad U,. Wyzej wymienione
operacje powtarzamy az do otrzymania uktadu U,,. Rysunek 8 pokazuje kilka
poczatkowych uktadow Uy, Uy, Us, ..., U,.
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Rys. 8

Wspélezynniki a; ;, oznaczajace liczbe pionkéw w j-tym polu uktadu U;, mozna
tatwo wyznaczy¢ zauwazajac zaleznosé:

Qj5 = Qi+1,5 + Qig1,5+41,
a zatem liczby pionkéw na polach ukladow U; tworzg odwrocony tréjkat

Pascala; to oznacza, ze
i
ai; =1 .).
Stad mamy szukana tozsamos¢:
Eo,. .
n i\ [n—i
= , dzie 0 <7 < n.
(k) Z; (a) (kj) sEeTs

Niektére skladniki tej sumy moga byé réwne 0. O

Po tak doktadnie opisanych przykladach nie powinno by¢ juz zadnego problemu
z dowodami tozsamosci (1) 1 (2):

n " n+j n+r+1
1 = lar=0,1,2,...
M) (k+1)+z( k ) ( k41 ) dlar =012,

Jj=0
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gdzien > k > 0.

Tlustracja do nich sa odpowiednio rysunki 9 i 10.
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Polecam tez zajrzenie do artykulu Przemystawa Nowickiego Trdjkatne liczydio
Pascala, Wiadomosci Matematyczne XXV (1983).
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