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Rys. 1. Fragment kraty Gaussa

wraz z warto$ciami pewnej funkcji
harmonicznej.

Rys. 3. Dwa przyktady operacji brania
otoczki wypuklej zbioru.

*student, Uniwersytet Szczecinski

O twierdzeniu Kreina—Milmana
Lukasz GRABOWSKI®

Jak brzmi zadanie?

Przez krate Gaussa rozumiemy zbiér punktéw na plaszczyznie o obu wspotrzednych
calkowitych. Punkty kraty Gaussa bedziemy zapisywaé jako pary wspolrzednych
(np. (a,b) lub (2,4)).

Przez funkcje harmoniczng rozumiemy funkcje rzeczywista f okreslong na
punktach kraty Gaussa, ktéra posiada nastepujaca wlasnosé: dla kazdego punktu
(a,b) kraty Gaussa zachodzi

fla+1,b)+ f(a—1,b)+ f(a,b—1)+ f(a,b+1)
() f@d)= S .
Innymi stowy, wartos¢ funkcji f w danym punkcie jest srednia arytmetyczna
wartosci funkeji f w punktach sasiednich.

Nazwa ,funkcja harmoniczna” nie jest zwiazana z tematem artykulu, a pochodzi
stad, ze funkcje o powyzszej wlasnoéci pojawiaja sie, gdy bada sie od strony
matematycznej rozklad dZzwieku (np. akordu gitarowego) na harmoniki (czyli
najprostsze, pojedyncze dzwigki).

Zadanie 1. Niech f bedzie funkcjg harmoniczng o wartosciach ograniczonych
przez 1 i —1. Dowiesé, Ze [ jest funkcjq stalq.

Zadanie to da sie (podobno) rozwiazaé¢ ,klasycznymi” metodami, tzn. poprzez
pracowita, ale ,szkolna”, analize wtasnosci funkcji f. Istnieje jednak rozwiazanie,
ktére da sie powiedzie¢ i zrozumie¢ w 20 sekund, ale ktore jest ,nieszkolne”:
polega na analizie wlasnoéci zbioru wszystkich funkcji harmonicznych. Zeby sie

z nim zapoznad, trzeba najpierw przyswoi¢ sobie kilka nietrudnych pojec.

Kilka nietrudnych poje¢ i pozornie niezwigzane
z poprzednim zadanie

Musimy niestety operowaé¢ wysokowymiarowymi przestrzeniami euklidesowymi,
tzn. uogdlnieniami zwyktej ptaszczyzny oraz zwyktej przestrzeni tréojwymiarowej.
Bedziemy zajmowaé sie przestrzenia n-wymiarowsg R"”, gdzie n jest pewna liczba
naturalna. Jezeli Czytelnik nie ma obycia z takimi przestrzeniami, to powinien
mie¢ przed oczyma plaszczyzne i przestrzen tréjwymiarowa. Punkty przestrzeni R”
to ,n-tki” liczb (a1, ...,a,); bedziemy je oznacza¢ wektorowo, np. g, ¢.

Podzbiér przestrzeni n-wymiarowej A C R™ nazywa sie wypuklym, jezeli wraz
z kazdymi swoimi dwoma punktami zawiera rowniez odcinek je taczacy.
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Rys. 2. Przyklady zbioréw wypuktych: a) odcinek obustronnie domkniety, b) odcinek otwarto-domknigty,
c) wielokat bez brzegu, d) zbiér, ktérego brzeg tylko cz¢éciowo do niego nalezy, e) otwarta péiprosta.

Zostawiamy Czytelnikowi rozwiazanie nastepujacego zadania.
Zadanie 2. Przekroj dowolnie wielu zbiorow wypuklych jest zbiorem wypukiym.

Punktem ekstremalnym zbioru wypuklego A C R™ nazywamy taki punkt p' € A,
ktory nie lezy wewngtrz zadnego odcinka o koncach w A. Zbiér wszystkich
punktéw ekstremalnych zbioru A oznaczamy Ext(A). Zbiér wypukly moze

nie mie¢ punktéw ekstremalnych (rys. 2c i 2e), moze ich mie¢ kilka (rys. 2a, 2b
i 2d) lub mnéstwo (na przyklad kolo wraz ze swoim brzegiem). Otoczka wypukla
danego, niekoniecznie wypuklego, zbioru B C R™ to najmniejszy (w sensie
zawierania zbioréw) zbiér wypukly, ktéry zawiera B. Otoczke wypukla zbioru B
oznaczamy Conv(B) (od ang. convez, czyli wypukty).
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Rys. 4. Geometryczna interpretacja
funkcji liniowej R? — R.

To, ze F osiagga maksimum na zbiorze A
jest intuicyjnie jasne i wynika z tego,

ze A jest ograniczony i domkniety.
Czytelnik moze sprawdzié, ze oba te
zalozenia sg istotne — w przeciwnym
przypadku funkcja F' nie musiataby
osiggaé¢ maksimum na zbiorze A.

JestesSmy zainteresowani pytaniem ,kiedy otoczka wypukla zbioru
punktéw ekstremalnych zbioru wypuklego A jest réwna A?” (czyli ,kiedy
Conv(Ext(A)) = A?”). Przyklady pokazuja, ze nie dla wszystkich zbioréw
wypuklych A tak jest (w przypadku otwartej poiprostej i kota bez brzegu
otoczka zbioru punktéw ekstremalnych jest zbiorem pustym; w przypadku
domknietej polprostej otoczka zbioru punktow ekstremalnych jest jednym
punktem). Sugeruja tez, ze by¢ moze da sie rozwiazaé takie zadanie.

Zadanie 3 [Mark Krein, David Milman, 1940]. Zaldzmy, Ze podzbidr A
przestrzeni R™ jest wypukly, domkniety i ograniczony. Wykazaé, Ze wowczas
Conv(Ext(A)) jest réwne A.

Intuicyjnie, patrzac na poprzednie przyktady, wiadomo, co to znaczy, ze zbior
jest domkniety. Scidlej, dany zbiér B C R™ jest domkniety, gdy spelniona jest
nastepujaca wlasnosé: jezeli {b:}fil jest ciagiem punktéw B, ktéry zbiega do
pewnego punktu ¢ w R”, to réwniez ¢ € B. Na rys. 2e latwo wskazaé ciag,
ktorego wszystkie elementy zawarte sa w otwartej potprostej, ale ktérego granica
juz do niej nie nalezy, bo jest ,brakujacym” koncem. W przypadku obustronnie
domknietego odcinka nie da si¢ wskaza¢ podobnego ciagu.

Zanim przejdziemy do rozwiazania zadania 3 potrzebujemy jeszcze jednego
pojecia: funkcja F : R™ — R nazywa sie liniowa, jesli dla kazdych dwoch
punktéw p, ¢ € R™ zachodzi F(p+ ¢) = F(p) + F(q) oraz dla kazdej liczby
rzeczywistej o zachodzi F(ap) = aF (p). Geometrycznie o niezerowej
funkcji liniowej mozna mysle¢, ze jest to wybor pewnej podprzestrzeni

(n — 1)-wymiarowej K, na ktérej funkcja sie zeruje i prostopadlego do niej
wektora ¥, wzdluz ktérego funkcja rosnie i na ktérym funkcja przyjmuje
warto$¢ 1. Jest jasne, ze kazdy inny punkt p’jest suma wielokrotnosci
wybranego wektora, powiedzmy av, i jakiegos wektora wyrdznionej
podprzestrzeni, powiedzmy k € K, wiec wartosé F(p) jest jednoznacznie
wyznaczona (rys. 4):

F(p) = F(k) + F(a?) = 0+ aF(7) = a.

Funkcje liniowe sa dla nas wazne ze wzgledu na nastepujace dwa zadania, ktére
Czytelnik moze samodzielnie rozwiazaé¢ (w tym celu dobrze jest zrobi¢ rysunki).

Zadanie 4. Niech dana bedzie funkcja liniowa F : R™ — R i niech r € R.
Wowczas

F'(r):={peR": F(p) =1}
jest zbiorem wypuklym i domknietym (ten zbidr to w rzeczy samej podprzestrzeri
(n — 1)-wymiarowa, jesli tylko funkcja F nie jest funkcjg zerowq).

Zadanie 5. Niech dana bedzie funkcja liniowa F : R™ — R i niech r € R. Ponadto
niech w R™ dany bedzie zbidr wypukly A. Zaléimy, ze F przyjmuje warto$é r

w pewnym punkcie zbioru A oraz nie przyjmuje wartosci wigkszej niz r w Zadnym
punkcie zbioru A. Rozwazmy zbiér AN F~Y(r). Zbior ten jest wypukly ze wzgledu
na zadanie poprzednie i zadanie 2. Dowie$é, ze kazdy punkt ekstremalny tego
zbioru jest takze punktem ekstremalnym zbioru A.

Rozwigzanie zadania 3. Wpierw zauwazmy, ze zbiér A spelniajacy warunki
zadania ma przynajmniej jeden punkt ekstremalny. Dowiedziemy tego przez
indukcje ze wzgledu na wymiar przestrzeni, w ktérej znajduje sie A. Jezeli

A C R, tzn. A lezy na prostej, to w A jest element najmniejszy i najwiekszy,
i sa one punktami ekstremalnymi (Czytelnik powinien uzasadnié, jak z zalozen
o zbiorze A wynika, ze ma on element najmniejszy i najwickszy — wszak tatwo
podaé przyklady zbioréw na prostej, ktére nie maja takich elementéw).

Zalézmy prawdziwosé tezy dla n — 1. Wezmy dowolna funkcje liniowg F': R™ — R
i zal6zmy, ze maksimum tej funkcji na zbiorze A to r € R. Zauwazmy, ze zbioér
AN F~Y(r) réwniez jest ograniczony, wypukly i domkniety. Z drugiej strony,
F~1(r) to przestrzen (n — 1)-wymiarowa, a zatem z zalozenia indukcyjnego wynika,
ze AN F~1(r) ma przynajmniej jeden punkt ekstremalny. Z poprzedniego zadania
mamy, ze taki punkt jest punktem ekstremalnym dla catego A.
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Odcinek w R laczacy punkty

a = (al,aQ,...) ib= (bl,bQ,...)
definiujemy analogicznie jak

w przestrzeniach skonczenie wymiarowych
jako zbiér punktéw postaci ta + (1 — t)b
dla t € [0, 1].

Przystepujemy do wlasciwego rozwiazania. Zalézmy nie wprost, ze
Conv(Ext(A)) # A, zatem istnieje punkt a € A, ktdry jest poza Conv(Ext(A)).
Zauwazmy co nastepuje.

Fakt 1. Jest intuicyjnie jasne, Ze istnieje funkcja liniowa F, ktéra w a przyjmuje
wartos¢ wiekszq niz w jakimkolwiek punkcie Conv(Ext(A)).

Powiedzmy dla przykladu, ze A jest podzbiorem plaszczyzny; skoro a nie nalezy
do Conv(Ext(A)), to mozna oddzieli¢ a od Conv(Ext(A)) jakas prosta [ (to jest
prawda, co wynika z wypuklosci Conv(Ext(A)), ale powinno sie to $cislej
uzasadni¢). Odpowiednia funkcje liniowa F' definiujemy, wybierajac prosta
rownolegta do [ przechodzaca przez poczatek uktadu wspotrzednych jako K

i wektor prostopadly taczacy prosta I z punktem a jako wektor ¢ (rys. 5).

Y Y
Conv(Ext(A))

l

Rys. 5. Konstrukcja funkeji liniowej, ktéra ,oddziela” Conv(Ext(A)) od a.

Niech r bedzie maksymalna wartodcia, jaka F' przyjmuje na zbiorze A. Tak jak
poprzednio, AN F~1(r) jest zbiorem wypuktym, ograniczonym i domknietym,
zatem ma, co wiemy z poprzedniego paragrafu, punkt ekstremalny, ktory jest
punktem ekstremalnym dla calego zbioru A (co wiemy z poprzedniego zadania).
Ale powyzszy fakt implikuje, ze F~1(r) N Conv(Ext(A)) = 0, co prowadzi do
sprzeczno$ci, bo pokazalidémy istnienie punktu ekstremalnego w A, ktory nie jest
elementem Conv(Ext(A)).

Tuningowana wersja zadania Kreina—Milmana

By rozwiazaé¢ zadanie o funkcjach harmonicznych, musimy rozwazaé
nieskonczenie wymiarowa przestrzen R, ktorej elementy to nieskoniczone ciagi
liczb rzeczywistych (a1, as,...). Przestrzen ta jest, pod wzgledem formalnym,
bardzo podobna do przestrzeni R", ktore rozwazaliémy powyzej. Definicja
wypuklosci jest dokladnie taka sama jak w przypadku skonczenie wymiarowym.
Ograniczonosé podzbioréw — wlasnosé, ktorej nie definiowaliémy w przypadku
skoficzenie wymiarowym, bo byla intuicyjnie oczywista — definiuje sie
nastepujaco: podzbior B C R* nazywamy ograniczonym, jezeli jego obraz przy
rzutowaniu na dowolna o$ jest ograniczony (rzutowanie na, powiedzmy, piata
0§ to odwzorowanie R — R, ktére punktowi (a1, ag, as, ...) przyporzadkowuje
wspélrzedna as). Definicja domknietosci podzbioru réwniez przenosi sie bez
zmian (choé trzeba wiedzieé, co to znaczy, ze ciag zbiega do jakiej$ granicy —
tak jak w przypadku ograniczonosci definiujemy to ,,po wspdlrzednych”: ciag
{an}22, zbiega do punktu g wtedy i tylko wtedy, gdy ciag rzutowan na dowolna
0§ zbiega do rzutowania g).

Zachodzi tez twierdzenie analogiczne do zadania 3.

Twierdzenie (Krein, Milman). Zaldzmy, ze A C R jest wypukly, domkniety
i ograniczony. Wowczas domknigcie zbioru Conv(Ext(A)) jest réwne A.

Domkniecie zbioru B definiuje sie — zgodnie z intuicja — przez dotaczenie do B
granic wszystkich ciggéw, ktérych elementy naleza do B. Twierdzenia dowodzi
sie tak samo jak skonczenie wymiarowego zadania powyzej, z jednym wyjatkiem:
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Rys. 6. Fragment kraty Gaussa
wraz z przykladowym, ,wezowym”
ponumerowaniem punktéw liczbami
naturalnymi.

Rozwigzanie zadania M 1225.
Dang szachownice¢ 10 X 10 podzielmy
na 25 kwadratéow Ki, Ko, ..., Kas

o wymiarach 2 X 2.

Zgodnie z warunkami zadania, na polach
kwadratu K; umieszczono co najwyzej
jednag liczbe parzysta i co najwyzej jedna
liczbe podzielng przez 3. Zatem kazdy
kwadrat K; 7dWieI‘d co najmniej dwie
sposrod liczb 1, 5, 7. Stad wynika, ze

na danej s7d(howmcy znajduje sie co
najmniej 50 liczb ze zbioru {1,5, 7}.
Wobec tego jedna z tych liczb wystepuje
co najmniej 17 razy.

fakt 1 nie jest juz intuicyjnie jasny (wszak nie mozemy rysowaé nieskorficzenie
wymiarowych obrazkéw). Jest on wrecz nieprawdziwy (cho¢ autor nie zna
przykladu to potwierdzajacego) i stad bierze sie réznica w sformulowaniu
twierdzenia — w nieskonczenie wymiarowym przypadku twierdzimy, ze
domkniecie Conv(Ext(A)) jest réwne A. Zatem odpowiedni paragraf dowodu
bedzie teraz wygladal tak.

»Przystepujemy do wlasciwego rozwiazania. Zalézmy nie wprost, ze domkniecie
zbioru Conv(Ext(A)) nie jest réwne A, zatem istnieje punkt a € A, ktéry jest
poza domknieciem Conv(Ext(A)). Zauwazmy co nastepuje.

Fakt 2. Nie jest intuicyjnie jasne, ale jest prawdziwe, Ze istnieje funkcja
lintowa F, ktora w a przyjmuje wartosé wiekszq niz w jokimkolwiek punkcie

domkniecia Conv(Ext(A)).”

Reszta przechodzi bez zmian (z wyjatkiem indukeji matematycznej, ktéra trzeba
zastapi¢ ,indukcja pozaskoniczong” — ale to jest tylko drobiazdzek).

Wisienka

Chcemy patrzeé¢ na funkcje okreslona na kracie Gaussa jak na element
przestrzeni R>. W tym celu numerujemy liczbami naturalnymi elementy kraty
Gaussa (rys. 6). To daje nam pozadane utozsamienie: funkcja f okreslona na
kracie Gaussa to punkt w R> o wspélrzednych (f(,17), f(,27), f(,37),...).
Przy tym utozsamieniu zbiorowi funkcji harmonicznych ograniczonych przez
11 —1 odpowiada jakis zbior A.

Zadanie 6. Zbior A jest wypukly.

Wprost z okreslenia wynika, ze A jest ograniczony (bo na kazdej osi jest
ograniczony przez 1 i —1). Latwo tez rozwiazaé kolejne zadanie.

Zadanie 7. Zbior A jest domkniety.

Trzeba sprawdzié, ze jezeli ciag funkcji — czyli punktow zbioru A — jest
harmoniczny i ograniczony przez 1 i —1, to jego granica tez jest harmoniczna
i ograniczona przez 1 i —1. Czytelnik powinien zastanawiac si¢ nad tym tak
dtugo, az bedzie to, przynajmniej intuicyjnie, jasne jak Stonce.

Zatem do zbioru A mozemy zastosowaé twierdzenie Kreina—Milmana, by
wywnioskowaé, ze A jest domknieciem otoczki wypuklej zbioru swych
punktow ekstremalnych. Dla zakonczenia rozwiazania wystarczy rozwiazac
nastepujace zadanie.

Zadanie 8. W zbiorze A sq tylko dwa punkty ekstremalne. Jeden odpowiada
funkcji stale rownej 1, a drugi funkcji stale réwnej —1.

Rzeczywiscie, réwnanie (*) definiujace funkcje harmoniczne pokazuje, ze f lezy
wewnatrz odcinka o koncach odpowiadajacych funkcjom s i ¢, gdzie

fla+1,0)+ f(a—1,b) + f(a,b—1) t(a,b) =

s(a,b) = 3 , fla,b+1),

bo
3 1
f= 15 + 4t.
Jesli f nie jest stala, to bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze
£(0,0) # f(0,1), stad funkcja ¢ nie jest réwna funkcji f, a stad dostajemy,
ze f nie jest punktem ekstremalnym. Z drugiej strony zauwazamy, ze jezeli f
jest funkcja stata i jednoczesnie punktem ekstremalnym, to musi by¢ wszedzie

rowna 1 albo wszedzie réwna —1.

To konczy rozwiazanie zadania, od ktérego wyszliSmy: wiemy, ze zbior
wszystkich funkeji harmonicznych jest domknieciem otoczki wypuklej dwoch
funkcji stalych, czyli domknieciem zbioru funkcji statych o wartosciach

z przedziatu [—1, 1]. Teraz wystarczy zauwazy¢, ze granica ciagu funkcji statych
tez jest funkcja stala.
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